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Les premiers fondements d'une théorie cosmologique explicitement fondée sur I'hypothése d'un changement de
signature de la métrique de I'espace-temps ont été développés par S. Hawking en 1978 [268]. L'hypothese de
Hawking postule le changement discret de la métrique de Lorentz a la métrique Euclidienne définie positive.
Inspirée desméthodes Euclidiennes de C.Lanczos [324][325] puis J. Schwinger [454] ou Nakano [408] en théorie
constructive des champs, cette hypothése est aujourd'hui considérée en cosmologie quantique, notamment par G.
Gibbons [238] , G.F.R. Elliset al [198] et d'autres, sur desbases qui restent cependant plutét formelles.

Notre étude, fondée sur les aspects mathématiquesdeschapitres 1, 2 et 3 (notamment le chap. 3 ol nous analysons
le changement de signature dans le cadre de la théorie des groupes quantiques) va dans le méme sens, mais en
introduisant, al'échelle dePlanck, une phase de transition (i.e. superposition ) dela signature au cours du passage
Lorentzien— Euclidien.

01.1 En général, pour 0 < t = temps de Planck =103 s, les modéles & changement de signature de la métrique
proposent la transformation globale, par rotation de Wick (t = - It) et sans phase intermédiaire, de la métrique
Lorentzienne (+ + + -) en une métrique statique purement Euclidienne (+ + + +), décrite par la fonction donde:

W<, 0. S) | ,51)> = [0lg,, 15 0] &P 1 (gy, 9 0.1

Contrairement au cas Lorentzien, tous les champs commutent dans le cadre Euclidien (% = 0), de sorte que les
directionsgenre espaceet genretemps, dissymétriques a I'échelle relativiste, sont symétrisées a I'échelle de Planck
au sein dune variété quadri-dimensionnelle sans bords, sans échelleet sans origine, sur laquelleagit SO(4). Ce type
de géométrie définit I'hypersphére du type S* postulée par Hartle-Hawking [266] en gravité quantique. La
compatibilité decette hypothése avecles contraintesrelativistes a été établie par G.F.R. Elliset al  [198] en 1991.
Toutefois, dansles modélescités ci-dessus, (i) la principde justificdion a I'introduction de la métrique Euclidienne
est depemmettrela résolution del'intégrdes dechemins W par les méthodes de I'andyse complexe La rotation de
Wick n'est alors qu'unetransformation de coordormées, sans fondement physique. Par ailleurs, (ii) I'existence dune
métrique a signature fixe (Lorentzienne ou Euclidienne) a I'échelle de Planck ne parait pas compatible avec les
contraintes dela gravité quantique. Enfin, (iii) I'approche Euclidienne efface la notion desingularitéinitiale et entre
donc en contradiction avecles théorémesrelativistes desingularité prédisant une origine singuliere a l'espace-temps.

Deésle début denotretravail, il nous est apparu que la méthode consistant a "transporter” a I'échelle de Planck la
métrique Lorentzienne g, sans modifier sasignature s; > (3, 1), est difficilement compatible avec les contraintes
dela gravité quantique. Par ailleurs, I'intéressante proposition de S.Hawking et al [265][268] d'une métrique
statique Euclidienne (++++), (récemment développée avec N. Turok [271] sous la forme d'un instanton singulier
raccordé a |'espace-temps Lorentzien au voisinage de I'échelle de Planck) outre son aspect formel, ne résout que
partiellement ces difficultés tout en en créant d'autres au moins aussi profondes.

01.2 Nous proposons ici une solution nouvelle, fondée sur une possible fluctuation (3, 1) <= (4, 0) dela
signature dela métrique a |'échelle dePlanck. Du point devue mathématique, nous partons des travaux pionniers de
M. Flato, A. Lichnerowicz et D. Sternheimer sur les déformations d'algébres et produits - = (1974) [211], ceux de

V.G. Drinfeld (1985) [189], M. Jimbo (1985) [290]291] et S. Majid (1988) [356][357] sur les groupes quantiques,
ceux dA. Connes (1973) [139] sur la classification des facteurs de type 1ll. Du point de vue physique, nous
considérons la théorie KM S (1967) [260] et les travaux de A.M. Polyakov (1975) [68] et G. t'Hooft (1976) [488]
sur les configurations du type monopoles et instantons. Enfin, - a partir notamment de certains résultats de C.M.
Hull et al [282], C. Kounnaset al [[311] - nous considérons la theorie topologique de E.Witten [518], Euclidienne
et effective al'échelle0, comme duale (I - duale) dela théorie quantique des champs (qui, €elle, est Lorentzienne).
Dans la suite, nous indiquonsalors que I'intégrale de chemins décrivant |'espace-temps entre I'échelle O et I'échelle
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de Planck devrait contenir deux formes d'actions, duales I'une del'autre : I'action Lorentzienne £ (-) et I'action
Euclidienne £ (,y, combinées sous laforme L (

:):

P! 1 1
L (o =[O | 951p - X0)L (1) + I(x0 - 51p) L (1) ] 0.2)
Nous suggérons que le poids de la signature physique Lorentzienne dans l'intégrale fonctionnelle I, dominant a

2
I'échelledePlanck € p = \—;) =~ 1, 7. 1033 cm diminue al'approchedel'échelle €y = 0. A l'inverse, celui de
Cc

la signature topol ogique Riemannienne, faible a grande échelle, doit devenir dominant au voisinage de la singularité
initiale. Nos résultats semblent donc indiquer qu'en deca de la phase d'expansion physique de I'espace-temps (a
I'échelleR > €p), il pourrait exister, au voisinage de I'échelle 3 = 0, une phase d"expansion topologique™ (au sens
dela théorie topologique de Witten [518]), dans le secteur non perturbatif de la théorie, i - duae de la phase
physique. Nous appelons "flot topologique dilatant” le flot obtenu en temps imaginaire pur en remplacant t par it
dans le flot temporel associé a I'évolution de Heisenberg. Ce flot est caractérisé par un courant tensoriel
antisymétriqueB ., dutype axion (partenaire du dilaton en supergravité N=2), et sa sourceest située al'échelle 0.

01.3 Notre premier objectif a été dedéfinir certains aspects mathématiques de la fluctuation de la signature. Nous
nous efforcons d'abord de mettre en évidence (chap. 1 et chap. 2) I'existence et les propriétés de la superposition

entre dS(23'1), métrique (3, 1) del'espace-temps et dS(24), métrique (4, 0) de I'espace quadridimensionnel Euclidien.
Notre méthodeconsiste a"unifier" (dans!'esprit deFlato) [210] les deux algeébresdelLie so(3, 1) et so(4) associées
au deux groupes SO(3, 1) et SO(4) agissant sur F3 1 et sur R4, Nous réalisons cette unification des deux groupes
Lorentzien et Riemannien au sein del'espace homogene symétrique
A _SO(31) ® s(4)
SO(3)

A partir de 3, nous construisons |'espace topol ogique quotient

S 31 ® rA

top= — ———
"7 so@

decrivant la superposition des deux classes de métriques Lorentzienne et Riemannienne. Nous montrons que Stop

comporte une singularité a l'origine, ce qui indique que |'espace de superposition des métriques admet une origine

singuliére. Sur le plan cosmologique, la conséquence intéressate est que la notion de fluctuation de la signature

semble alors constituer un argument en faveur del'existence dela Singularité Initiale del'espace-temps.

01.4 Notre hypothése de fluctuation de la signature a I'échelle de Planck nous a ensuite conduit & rechercher un
lien possible entre quantification de I'espace-temps et déformation de la signature de la métrique. Ceci est suggéré
dansle contexte dela g-déformation et desgroupes quantiques.

Par quantification dun systéme, 1'on peut entendre une = - algebreA (une = - sous-algébre d'opérateurs bornés sur
un espace de Hilbert ) contenant les observablesdeposition et dequantitédemouvement comme = - sous-algebres
telles que:

~ ~ N

teés -t

e'Sf o7tE - g (0 @ (N00= f(a_:(9) (0.3)

o désignant I'action dun groupe G sur une observable f, les positions observables étant des fonctions C(X). Dans
cecas, I'on apour I'dlgébreA : A =C(X) ><1 G. Soit aorsle diagramme deMajid [382] :
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Déformation

C(S)® U(su(2) BS, ® Uq(su(2) ~ Uy (s0(4)
Quantification | _ | Quantification (0.4)
C(S) >« U(su(2)) —2ormation Bsg >T Ug(su(2) ~ Ug (03, 1)

Ici BS"; est I'anneau de coordonnées tressé dela g-3-sphere [425]. Or, BS";

supérieur de (0.4) est une version patiellement tressée de Uq(su(2) ® Uq(su(2)) = Uq(so(4)). En revanche,

BS(3q >a U q(su(2)) est isomorphe au double quantique deDrinfeld 25(Uq(su(2)) [189-190] , lequel, pour g = 1, est

isomorphe a Ug(so(3,1)). L'on observe ains a partir de (0.4) que la quantification pareit reliée a un possible
changement designature dansle cas g-déformé.

= BUq(su(Z)). Pour g=1, le membre

Une autre approche suggérele méme résultat, soit :
Uq(so(3, 1)) = <i(Ug(su(2)) = Ug(su(2)) @gp, Ug(su(2)) (0.5)

En effet, dansle cas du carré twisté de Reshetikhin - Semenov-Tian-Shanski [446], dua du double de Drinfeld
[189][190], ®gp représente un twisting supplémentaire du coproduit associé au cas Euclidien:

Uq(so(4)) = Uq(su(2)) ® Uq(su(2))

Un tel twisting correspond également a un type dequantification, dansl'approchedeDrinfeld, deUc(g) en théorie de
quasi-algebres de Hopf [190]. Ces deux observations sont le point dedépart denotre étude.

Spécifigquement, nous obtenons dansles sections 3.2 et 3.3 certaines constructions algébriques nouvelles, motivées
par nos considérations physiquesdeschaps 4, 5 et 6. En particulier, nous montrons |'existence du nouveau produit
bicroisé cocyclique

W
My(H)=He [>d H, (0.6)

Une telle construction est inspirée par I'idée dunifier les signatures Lorentzienne et Euclidienne au sein d'une
structure unique degroupes quantique , ce quenous parvenonsa fairesous la forme du produit bicroisé cocyclique

Y
Ug(so(4))%P > Uq (so(3, 1)) (0.7))

Par ailleurs, nous suggérons que la "semidualisation”, transformation proposée par S. Mgjid [382], permet de
décrire latransition du groupe g-Euclidien versle groupe g-Lorentzien (et inversement) :

. o
Uau(@) >4 Ugu(@) = Ug(sold) — o=, iy <1 Uglsu@) ~ Ut )

En outre, nous avons montré en 3.4 que dans le domaine de la g-déformation de I'espace-temps, les structures
nar[urelles[R?A'et [RRS’ ! , Covariantes sous Uq(so(4)) et Uqg(so(3, 1)) sont reliées comme suit :

q q
Dualité de * - algébres de Hopf
Uq(su(Z)) ualité de gébres de Hop SUq(2)~R3/p=l
Transmutation J = T q - changement de signature
BU. (su(2)) _ BSU(2) = RO/ p=1
q Autodualité de groupes *-tressés q q p=
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ou nous mettons en évidence |'existence d'une dualitéentre[l%a1 a [I%Rg‘ 1comme un genredeT-dualité. Notons qu'une
telle interprétation n'est possible quelorsqueq= 1 - i.e. est un effet del'échelle de Planck-.

Pour finir, nous étudio~ns dela méme maniéreles structures des groupes deg-Poincaré

RS >< Uy(so (3, D) 0.8)

efc.. et les relions au groupe de k-Poincaré P [374] ainsi qua leurs différentes déformations par twisting. Nous
discutons alors la conjecture selon lagquelle il existe peut étre un lien généra entre cocycle de déformation %,
courbure (généralement del'espace des phases du syteme mais ici courbure du pré-espace-temps) et anomalie(s) de la
théorie.

Nos constructions algébriques du chapitre 3 suggérent ainsi que, pour étre compatible avec les contraintes de la
supergravitéet dela géométrie non commutative a cette échelle, la superposition de signature (+ + + +) devrait
étre envisagée comme un éément nouveau dela gravité quantique.

01.5 Notre deuxiéme objectif a été de mettre en évidence (parfois de maniére heuristique) que le possible
changement de signature de la métrique a I'échelle de Planck n'est pas seulement formel mais pourrait avoir un
contenu effectif. Ainsi, notre propos n'a pas été de construire (dans les chapitres 4 et 8) de nouveaux résultats
mathématiques concernant |es algébres d'opérateurs mais plutdt d'utiliser certaines notions de la théorie des algébres
deVon Neumann (groupe modulaire, état KMS), pour illustrer les motivations physiques de notre recherche. Nous
espérons que defuturs dével oppements mathémati ques viendront étayer, dansce domaine, nos premiersrésultats.

Il apparait (4.1.2) quedu point devue thermodynamique, la température de Planck

- E Ac> }/2 -
B\

marque la limite de température physique du systéme. Les résultats de S. Weinberg [509] paraissent indiquer que
I'espace-temps a I'échelle de Planck forme un systeme globalement en équilibre thermique. D'un point de vue
algébrique, un état d'équilibre est un état sur une C*- algébre quasi-locale, engendré par une sous-algébre
correspondant aux observables cinématiques du sous-systeme. Partant del'état d'équilibre, nous tirons en 4.3.2 que
le pré-espace-temps a I'échelle de Planck peut étre vu comme soumis a la condition de Kubo-Martin-Schwinger
(KMS [319][387]). Dansles limites dela bande holomorphe KMS, la quatriéme direction de la métrique peut alors
étre considérée comme complexe. Nous suggérons donc I'existence dun potentiel effectif & une boucle, couplé en
supergravitéN = 2 au dilaton complexe A :

M = disgd, 1,1, €7 09)

Lasignature de la métrique (0.9), munie a présent d'un degré de liberté supplémentaire sur la composante g44, est

Lorentzienne pour 6 =+ st et peut devenir Euclidienne pour 8 = 0. La théorie modulaire de Tomita [482], suggére
aorsla"dualisation" dela signature donnée par les automorphismes généralisésde A quel’on peut écrire:

a. = ePeHp g Pl (0.10)

Tc
Le flot temporel associé a (0.10) est formellement holomorphe en la variable R, = R+ i3y € C. Le groupe des

automorphismes modulaires o Te engendre deux flots en dualité, soit d'unepart :

a. = ePHp g IPH (0.11)

Tr

correspondant al'algébre desobservableset au flot Lorentzien en temps réel et, d'autre part, le courant dual
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Uy = efrHp e FrH (0.12)

donnant sur A un semi-groupe d'opérateurs non bornés et non stellaires Le flot oy de A n'est pas défini sur A

toute entiéremais sur un idéal {F} de A et couplé au flot topologique en temps imaginaire pur R =i t. Dans le
modelequenous proposons, |'algebre des observables, décrite par (0.11) est remplacée al'échelle O de I'espace-temps
par une nouvelle algébre en (0.12), quenous suggérons d'appeler "algébre despseudo-observables', duae selon nous
del'agébredeHeisenberg « 7, SOUS laforme (0.12). A I'échellesinguliére 3 =0, il n'est plus possible de conserver

la notion d'observables physiques a la place, I'on considére les cycles dhomologie dans I'espace des modules des
instantons gravitationnels (de taille 0). Cette derniére conclusion reste vraie, en temps imaginaire pur, pour tout
3 > 0 réel. Une telle approche nous a permis de distinguer trois domaines différents sur le "cone de lumiére
cosmologique”, chacundeces domainesétant décrit par une algebre deVon Neumann spécifique. Plus précisément,
s nous appelonsMg 1 = R ® F le facteur Rg 1 detype llco correspondant al'échelle singuliere 0, comme toutes les

transformations ergodiques a partir deMg 1 (flots associés a I'échelle 0) sont faiblement équivalentes [149], Mg 1
est un facteur hyperfini, du type ITPFI dAraki-Woods [31]. Le facteur Mg 1 est aors canonique. Plus

généralement, il existe ainsi trois échelles(correspondant aux trois régions du cone delumiére cosmologique dans le
shéma(0.1) ) :

(i) I'é&chelle topologique (échelle O associéea R=0) decrité par I'' TPFI detype lloo Mg 1 ;

(i) I'é&chelle quantique de superposition (0<R<A pianck) décrite par I''TPFI de type Il , soit Ry = lloo =g
Z. Nous écrivonsalorsMg=M g1 ><lg Z.

(iii) I'échelleclassique (B>7 pianck), décrite par le facteur M¢ detype lco.

Pour finir, remarquons quele flot despoids associé au facteur Mg 1 detype lloo al'échelle O de I'espace-temps est
un invariant de Mg 1. Or, nous allons voir au chapitre 7 que la singularité initiale est également décrite par un

invariant topologique, Ig = tr(-1)S, quenous appelons "invariant desingularité’, isomorphe au premier invariant de
Donaldson. Nous retrouvors alors, par un tout autre chemin, la méme description de la singularité initiale sous la
forme d'un invariant topologique. Ceci renforce notre description du "flot d'évolution Euclidienne” en termes de flot
despoids.

01.6 Revenons aux aspects physiques de la théorie de superposition. Comme nous l'indiquons au chap. 4, il
devrait exister, a I'échelle de Planck, une limite a la température - et ala courbure - du pré-espace-temps, limite
postulée par Hagedorn, et précisée par Atick et Witten [38], au dela delaquelle I'on devrait considérer un secteur
purement topologique, postulé par |a théorie topol ogique deschamps deWitten ou Donaldson. Le premier invariant
de Donaldson est une forme agébrique "Riemannienne" dont nous suggérons en 7.3.2 I'isomorphisme avec
I'invariant topologique caractérisant, selon notre approche, la limite d'échelle 0. A cette échelle "topologique’, la
théorie ne devrait donc plus étre considérée comme singuliére mais devrait plutét étre redéfinie sous une nouvelle
forme Eucldienne. Cette approche repose sur deux idées essentielles :

(i) Conformément & certaines résultats en théorie des (super)cordes, notamment ceux de E. Kiritsis et C. Kounnas
dans [313], nous considérons I'hypothése selon lagquelle, a trés haute courbure (i.e. a I'échelle de Planck

T ~ Mpjanck) 1a gravitation classique, décrite par |'approximation O(]/ M pianck) N'est plus valable. Nous proposons

doncdintroduire, dansle Lagrangien "quantique” de la théorie, des termes de dérivées supérieures en R2  (tout en
considérant, en dimension 4, la possibilité d'un "cut off* destermes dedérivées plus hautes sur la limite R2, ce qui

éimine lestermesen R3+ ... + RN dela théorie descordes). Nous conjecturonsque ces termes peuvent autoriser la
superposition (3, 1) == (4, 0) dela signature de la métrique dans le cadre d'une théorie élargissant la gravitation
classique detype Einstein. A partir des indications du chap. 4 selon lesquelles |'espace-temps a I'échelle de Planck
devrait étre vu comme soumis a la condition KMS, nous postulons de maniére naturelle I'existence de deux
potentiels gravitationnels distincts. Nous conjecturons alors qu'en supergravité R + R2 (et en N = 2),
|'approximation linéariséede la métrique de Schwartzschild peut étre considérée comme une solution locale exacte
delathéorie étendue. Nous en tirons la conjecture 4.1.1 selon laquelle 1a présence de termes non linéaires R2 dans
le Lagrangien effectif de supergravitépeut autoriser la superposition (3, 1) / (4, 0) dela signature de la métrique a
partir del'échelle de Planck
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Au deuxiéme paragraphe du chap. 5, nous précisons le contenu du Lagrangien quadratique qui nous parait le plus
naturellement adapté aux conditions detrés hautes courburesdela variété, lorsquel'échelle 3 << lpjgnck (i-€. pour

deséchelles de longueur "inférieures" a la longueur de Planck). Notons qu'au sens strict, la notion "inférieur a la
longueur dePlanck" n'a plus designification en termes dedistance, en raison méme dela perturbation portant sur la
métrique L orentzienne. Notre Lagrangien étendu est donc:

~ 1 .
L apergravite = B R vz R® + « RR (0.13)

avec une composante physique L orentzienne (le terme d'Einstein # R) et une composante topologique Euclidienne

(le terme topologique ¢ RR ). L'interpolation entre ces deux composantes, selon un mécanisme que nous
suggeérons ci-dessous, nous incite donca considérer queL gpergravite décrit correctement les deux pdles (physique et

topologique) duneméme théorie (lasuperposition) ainsi queles deux métriques associees.

Nous indiquonsainsi qu'ala limite d'échelle [3 =0, lathéorie, dedimension D =4, réduitea « RR , dominée par
desinstantons gravitationnels de dimension O, peut étre vue comme purement topologique Dans ce secteur, la
métrique est statique, définie positive Euclidienne (+ + + +). Le domaine de vaidité de I'évolution Euclidienne
sétendjusqual'échelledePlanck (3~ | pjanck. Au deladel'échelledePlanck ( 3 > lpgnei). 12 théorie est de type
Lorentzien et également de dimension D = 4. Enfin, dans le secteur de gravité quantique (O < 3 <l pjgnc)s 12
théorie, définie par la quantification du groupe deLorentz, posséde une dimension supplémentaire (D = 5), laquelle
autorise la superposition des deux classes Lorentzienne et Euclidienne (ce qui induit une phase de "superposition”
dessignatures (3, 1) <= (4, 0). Ladynamique du pré-espace-temps correspondrait alors a |'expansion d'un monopble
gravitationnel dedimension 5 tandis quela superposition peut étre associée (aprés compactification de la quatrieme
coordonnée spatiale du monopdle D = 5) a une dualité monopdle-Instanton d'un genre nouveau en dimension 4.

Enfin, lorsque 3> lpjgnek » 'espace-temps entre dans la phase Lorentzienne conventionnelle de I'expansion
cosmologique.

01.7 A partir del'approche précédente, nous entreprenons d'approfondir au chap. 6 la notion de superposition
effective desmétriques. Pour cela, comme annoncéen 01.6, nous suggérons d'associer les métriques Lorentziennes
a des configurations gravitationnelles du type monopdles de t'Hooft - Polyakov [488] a 4 dimensions. Ces
monopdles dedimension 4 résultent de la compactification, au voisinage de |'échelle de Planck (limite infra-rouge
delathéorie), dela quatrieme coordonnée x* du monopdle de dimension 5. De méme, nous associons la métrique
Riemannienne ala configuration du type instanton gravitationnel. Nous considérons alors quele i-dual dela théorie
monopdlaire D =4 (+ + + -) est lathéorie topologique du type instanton D = 4, de signature (+ + + +). Dans le
cadredelaS/ T - dualitéconstruite en théorie descordes - ou existe une dualitéentreles champs T et S, la i-dualité
monopdle-instanton isodimensionelle (D = 4) est possible (il convient de noter ici que notre modéle de
superposition, dedimension D =5, se situe dansle secteur debasse dimension dela théorie descordes et, de ce fait,
peut se voir appliquer nombre de ses résultats). Nous suggérons aors que la métrique Euclidienne peut avoir une
existence effective entre I'échelle O et I'échelle de Planck et n'éxerce plus qu'un effet purement topologique a
I'échellerelativiste.

Plus généralement, a partir desS / T - dualités, nous suggérons que le secteur physique (échelle de Planck) et le
secteur topologique (échelle 0) peuvent étre vus comme reliés par une symétrie générale, du type U-dudité en
théorie descordes [282], telle queU = S ® T. Cette U-dualité (qui échange la S-dualitéentre couplagesfort et faible
avecla T-dualité) définit une dualité"de forme" (au sens deE. Verlinde [508]) entre I'origine singuliere et la limite
"a grande échelle” (échelle de Planck) dela variété, i.e. entre le vide topologique (échelle 0) et le vide physique
(échelle dePlanck) dela théorie:

U-dualité

Vide physique (R = ¢"pjanck, monopole, (+ + + -)) Vide topologique (3= 0, instanton, (+ + + +) )

LaU-dualité, rappeléeen 7.2.1, applique le secteur physique de la théorie sur le secteur topologique et vice-versa
Lalimite topologique dedimension D = 4 correspond, selon nous, a la limite de température du systéme physique
D = 3+1. Partant delavariétéfermée M dedimension (3+1) et €2 étant une variétélisse de dimension 3, l'invariant
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Z(M) est donné par la fonction de partition Z, I'espace vectoriel Z(€2) étant I'espace de Hilbert de la théorie.
L'endomorphisme de Z(£2) donné par Z(€2 x Id) est alors I'opérateur d'évolution en temps imaginaire e #H, avec
R = 0 sur la limite topologique non triviale associée a l'invariant de singularité Tr(-1)S. Quoique la théorie
topologique ne soit pas dynamique, il existe néanmoins un phénomeéne de "propagation topologique” ( ou
topologique), qui seffectue suivant un cobordisme non trivial, analogueacelui dé§ja étudié par M. Atiyah [50] dans
un autre contexte Rappelons ici qu'une "amplitude topologique', au sens de Witten [518], représente une
interaction, dansun systéme, indépendante desdistances entre les points du systéme. Nous considérons au chapitre 7
que les amplitudes "physiques’ (au sens de[24]) de la théorie topologique de la gravitation sont les invariants de
Donaldson. De ce point devue, les amplitudes considérées impliquent I'existence d'observables non locales (que
nous appel ons "pseudo-observables’, reliéesala sphére S3 (bord de I'instanton gravitationnel singulier muni dela
topologie dela boule B4).

Dans la perspective ci-dessus, nous considérons doncl'existence, au dela de I'échelle de supersymétrie, d'une échelle
de symétrie plus haute, unifiant les deux seules composantes de I'espace-temps encore différenciées a I'échelle de
Planck : la direction genre espace et la direction genretemps. |l sagit d'unesymétrie de jauge, réalisant I'équivalence
entre les quatre directions du champ de jauge gravitationnd g,,. Laconfiguration de champ associée est du type
instanton (super)gravitationnel detaille O, construit par E. Witten en théorie deYang et Mills[295] al'échellep = 0
de I'espace des modules d'instantons. A cet égard, une bonne image de la symétrie Euclidienne correspond, sur la
variété Riemannienne sous-jacente de dimension 4, a une "entropie topologique" nulle, par oppostion au cas dela
variété Lorentzienne habituelle. En effet, I'entropie topologique htop(g) sur une variétéM est :

. 1
htop(9) - lim — Log (#{v/£gly)=R})

—=4 0 r

ol y est une géodésique périodique et £g(y) sa longueur mesurée par la métrique g. A présent, sur une 4-variété
munie d' une métrique dont la signature est L orentzienne, I'entropie topol ogique du flot géodésique est non nulle. En
effet, la signature (3, 1) de g,y sur M confere a M une structure hyperbolique. Or, selon G. Besson et al
[79 - B.E] toute variété hyperbolique X est un minima local de I'entropie topologique du flot géodésique. Par
contraste, sur une variété Euclidienne M g correspondant a |I' échelle O de I'espace-temps, I'entropie topologique est

nulle. En effet, sagissant dela boule B4 a bord S3, il a été montré par A. Katok [306- B.E.] que son entropie
topologique est nulle :

h tOp(g)B4 =0

Parmi les conséquences de la nullité de I'entropie topologique au voisinage de I'origine de I'espace-temps M g,
sachant que le taux de croissance exponentiel p(f) des orbites périodiques sur une variété M est égal a I'entropie
topologique htop(f), nous déduisons de N 5(9)m , =0 que e systéme sous-jacent & la boule B4 représentant M g
n' est pas un systeme dynamique. Plus précisément, I'on montre qu'il sagit, justement, d'une "pseudo-dynamique
Euclidienne", de nature ergodique. Dans un tel cadre théorique, la transition de signature sexprime alors par le
passage d'une entropie topol ogique nulle a une entropie non nulle.

Pour conclure, il est intéressant de remarquer que, hors mis cette derniére considération, I'on retrouve dans 01.6 et
01.7 une image plus physique de certains de nos résultats acquis en g-déformation, notamment ceux sur la
semidualisation et les dualités d'algebres deHopf sous-jacentesa la transition designature



INTRODUCTION GENERALE

01.8 En quoi notre approche peut-elle, a ce stade, déboucher sur une solution possible du probléme de la
Singularité Initiale du modél ecosmologiquetype "Big Bang" ? Au chapitre 7, nous discutons notre représentation
del'échelle singuliére 0. La singularité initiale, hors de portée de la théorie quantique mais bien définie par la
théorie topol ogique deschamps, peut donc étreregardée ici non en termes dedivergences de champs physiques mais
en termes desymétries dechamps topologiques et d'invariants associés (comme le premier invariant de Donaldson
[178-179)]):

| = E(—l)”‘ (0.14)

L 'une desinsuffisances (sans doutela plus préoccupante) du modéletype "Big Bang" reste en effet son impuissance
afournir une image del'origine singuliére del'espace-temps. Or, une résolution possible dela Singularité Initiae,
que nous proposons au chapitre 7, est de considérer que I'échelle O, qui ne peut pas étre décrite par la théorie
physique (perturbative) devrait I'étre par la théorie duae (non perturbative), de type topologique. L'on définit
habituellement, a partir deWitten [518], la théorie topol ogique comme la quantification dezéro, le Lagrangien dela
théorie étant (i) soit un mode O, soit (ii) une classe caractéristique C, (V) dun fibré vectoriedd V—— M

construit sur |'espace-temps. Nous proposons alors en (7.1.3) une nouvelle limite topologique de la théorie, non
triviale, fondée non plus sur H = 0 mais sur 3 = 0 et doncindépendante deH. La limite topologique ordinaire dela
théorie quantique deschamps, décrite par I'invariant deWitten Z = Tr(-1)" est donnée par lalimite dela fonction de

partition Z = Tr(-1)"e 8" pour les valeurs nulles (ou invariantes) de H. En revanche, dans notre cas, nous
choisissons le mode 0 del'échelle (R = 0). Alors Z devient (s représentant le nombre d'instantons dela théorie) :

Z =Tr(-1p (0.15)

Ce nouvel invariant, isomorphe al'invariant deWitten Z = Tr(-1)", peut explicitement étre associé a la singularité
initiale du pré-espace-temps, atteinte pour la valeur 3 = 0 dela fonction de partition des états. Nous proposons
d'appeler "invariant desingularité" ce nouvel invariant, associé al'instanton gravitationnel singulier detaille 0. L'on
peut aors étendre la dualité monopdle-instanton proposéeau chap. 6 en suggérant qu'une telle symétrie de dualité
relie I'anneau de cohomologie BRST (secteur physique de la théorie) et I'anneau de cohomologie de I'espace des
modules des instantons (secteur topologique). Les groupes de cohomologie BRST [217], ayant pour forme
générique

@ ke Qi

HBRST —g-1) (0.16)
IMQBRsT
nous considérons quela théorie topologique réalise alors I'injection d'anneaux :
HErsr = ® 5o Hirgr——=H* ()= ® ™ (HO (a0, ) 017
BRST =¥ 4.0 MBRsr mod )= ¥ =0 mod 0.17)

qui fournit un chemin injectif du mode physique dansle modetopologique. En termes d'observables O; et de cycles
d'homologie Hj CM y,oq dans!'espacedesmodules M ¢ desconfigurations du type instantons gravitationnels
S[o(x)] sur les champs gravitationnels ¢ dela théorie, nous relevons 1'équivalence:

{0,0, ... 0y = #(H,NH, N ... NHy)
(0.18)

ou le secteur physique dela théorie est décrit par les observables O; et le secteur dual, de type topologique, par les
cyclesd'homologie H; C M g - L'oscillation designature entre secteur physique et secteur topologique est alors

induite par la divergence AU\ =f(9‘uju d*x du courant-fantome [73][217] ju' Lorsque AU = 0, comme il

n'existe pas d'espace de plongement pour I'espace des modules, nous suggérons (Ch.7) que la théorie est alors
projetéedans la branche de Coulomb, & I'origine de M jjnq, sur un instanton singulier de'taille O [524] que nous
identifions a I'espace-temps a I'échelle 0. La théorie est ramifiée sur le secteur purement topologique H;, la
signature correspondant a ce secteur étant Euclidienne (+ + + +).



INTRODUCTION GENERALE

01.9 Nous suggérons alors, toujours au chap. 7, que l'image dela symétrie O, décrite par le groupe de jauge non
brisé dutype SU(2) ® SU(2), est donnée par le premier invariant de Donaldson [178][179], associéici a l'exsitence
d'une "amplitude topologique" caractérisant la théorie. Lorsgue la dimension dimaf de I'espace des modules des
instantons est non nul, les invariants de Donaldson sont donnéspar la fonction decorrélationdela théorie :

Z(yq ... ;) = fDXe’S fWkl <n > (Dim a4, =0) (0.19)

Or, notre réaultat formel le plus surprenant est qu'al'échelle 3 = 0 associée a la limite des hautes températures,
I'espace desmodules desinstantons étant nul sur cette limite, la fonction departition, donnée par

z = Ti(D° e PH (0.20)

doit redonner le premier invariant de Donaldson
| = E (—:I.)n i ,
i

invariant topologique non polynomial, réduita un entier pour dim s, =0 [178]. Cette limite

Z = Tr(-2)°

delafonction departition (0.19) correspond a une symétrie généralisée de tous les états possibles de la métrique,
tous les états instantoniques deg,y, donnés par la charge topologique de I'instanton gravitationnel singulier, étant
équivalents a I'échelle 0. Nous appelons "symétrie 0" la symétrie généralisée caractérisant I'échelle singuliére O.
L'approche ci-dessus -combinéea celle du chap. 6 établissant, dansle cadre d'un modéleo, le couplage a I'échelle de
Planck entre une gravité Euclidienne dedimension 3 et un "target space” de dimension 2 (secteur scaaire) fournit
uneimagze qualitative de la singularité initiale d'espace-temps en tant qu'orbifod conique (ou conifold) G telle que
['; =——. En éargissant ce dernier point de vue, une application conjecturadle de la théorie des cycles
n
d'évanescence et polyédres d'effondrement [326 B.E.] suggére a nouveau que la limite de la théorie Lorentzienne est
purement topologique. En effet, en théorie des effondrements Riemannien et des polyédres d'évanescence donnant
descyclesdesingularité [419], la dégénérescence métrique a l' échelle O concerne non pas la métrique Euclienne,
bien définie, mais la métrique L orentzienne, dégenérée sur cette limite. L'on peut alors conjecturer que la signature
physique devient évanescente (au sens de Milnor [401]) au voisinage de 0, la signature dominante étant
Riemannienne. Nous tirons en effet det € C I'existence d'un polyédre d'effondrement (ou d'évanescence) au
voisinage del'échelle O tel quela métrique Lorentzienne seffondre sur la métrique Riemannienne (+ + + +) autour
du point isolé singulier 0. Nous retrouvons ici la notion deffondrement de Cheeger et Gromov [419]. Nos
recherches préliminaires nous ont permis de constater que la théorie des polyedres d'effondrement en dimension 4
induit de maniére naturelle d'une part |'existence d'un espace de superposition de dimension 5 (correspondant a la
complexification dela direction t de la métrique) et, d'autre part, conduit a une solution de la Singularité Initiale
comme limite Riemannienne de type B# effondré sur un point, limite du cycle deffondrement d'une variété de
dimension 5. Bien queles développements quenous avons effectué a cet égard ne soient pas inclus dans le présent
travail, il a été pour nous encourageant deretrouver, par une toute autre voie, une structure topologique analogue a

celle del'instanton gravitationnel intervenant dansla théorie (latopologie dela boule B%).

Nous suggérons en effet pour modéle géométrique de l'instanton la boule B# bornée par la sphére S3. La
propagation de la solution dépend alors du support de I'instanton gravitationnel : au voisinage de la limite O, il
existe une accumulation de la charge topologique au dessus du point singulier Sg telle que la densité de charge

topologique RR" — oo : dansla situation duale, correspondant a I'état fondamental, le support del'instanton est

étendu al'infini et RR™ — 0. Latransition de0 al'infini est alors décrite par les transformations conformes de la
sphére.

aNgs
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01.10 Nos hypothéses du chap 8 suggérent ainsi, de maniére conjecturale, I'existence d'une premiére phase
d'expansion purement topol ogique du pré-espace-temps, paramétrée par la croissance de la dimenson de |'espace des
modules dima et décrite par la "pseudo-dynamique" Euclidienne. Cette "pseudo-dynamique" peut étre vue
heuristiquement comme un accroissement du diameétre de I'espace des états d(¢ , 1) en temps Euclidien (dual de
I'espace desobservablesen temps Lorertzien). Notre conjecture est que cette "dynamique Euclidienne" pourrait étre
décrite demaniére naturelle par le flot despoids (au sens de Connes-Takesaki) de I'algebre de type Il décrivant les

pseudo-états de la métrique a I'échelle 3 = 0. Nous conjecturons également que le flot modulaire Euclidien
représentant I'évolution d'un systéme en temps imaginaire pourrait correspondre a un accroissement de la distance
spectrale séparant les états du systéme.

L'origine de I'espace-temps peut, in fine étre vue comme résultant de la brisure de la symétrie temps-espace a
I'échelle O, brisure qui, bien en decadela brisure desupersymétrie al'échelle de Planck, engendre (i) I'émergence du
temps comme direction privilégiée dansla 4-géométrie initidle (ii) I'expansion topologique du pré-espace-temps
avant I'échelledePlanck et (iii) I'expansion physique au dela del'échelle de Planck.

En conclusion du chap. 8, nous suggérons a partir de ce qui précéde I'existence dun "principe de singularité" que
nous formulons ains :

Principe de singularité : Tout point de I'espace-temps est relié a la singularité initiale par un flot
topologique.

Le principe desingularité, découleici de l'invariant desingularité

S
Z =Tr(-1
Z.=Tr(-D)

lequel repose sur le fait que le bord de |'espace-temps peut étre identifié au bord S3 de I'instanton gravitationnel
singulier B4 detaille O représentant la singularité initiale del'espace-temps. La propagation de la singularité initiale
est induite par I'existence d'une amplitude topologique - du type charge de I'instanton gravitationnel singulier de

taille 0, soit Q =fd4x R‘VR“V, détectable sur le bord S3 de I'instanton gravitationnel singulier muni de la
topologie B4. Les pseudo-observables sont ici interprétés comme cocycles sur I'espace des modules des instantons

et sont associées aux cycles yj de la 4-variété B4 (application de Donaldson). Considérant un point X de B4,
I'amplitude topol ogique assurant la propagation dela chargeinstantonique prend alors laforme:

(0. 0x) = #(S* %)

L'amplitude topologique de la théorie est donnée par les pseudo-observables du membre de gauche, tandis que le
membre dedroite désigne le nombre diintersections desyj CB#. Lafonction #(SS, X) est nulle si le point X est

situé hors dela sphére S3 et vaut 1 si X est & l'intérieur de S3 (i.e. si X € B4), casol il existe une amplitude
topologique.

C'est danscette perspective - et d'autres non évoquées dansce préambule- quenous proposons de considérer dans la
recherche qui suit le "modéle hypersymétrique” - i.e. symétrie décrite par SO(4) et fondée, al'échelle singuliere 30,
sur I'équivalence destrois directionsgenre espace et dela direction genretemps dansla métrique d'espace-temps- .
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01.12 Laprésente thése est donc organisée comme sulit :

Dans le chapitre 1, nous introduisons nos résultats en termes de groupes clasiques et suggérons |'existence dun
"chemin" agébrique dans |'oscillation de signature s dela métrique : a partir de (3, 1) - resp. de (4, 0) - s peut
évoluer vers (4, 0) - resp. vers (3, 1) - mais jamais vers(2, 2).

Dans le chap. 2, nous construisons I'espace homogene symeétrique susceptible de décrire I'unification des deux
groupes Lorentzien et Riemannien, ainsi que |'espace topologique quotient Ttop dont I'on peut attendre une

représentation correcte de la superposition desdeux métriquesL orentzienne et Riemannienne. .

Lechap. 3 contient nos principaux résultats, acquis dansle domaine des groupes quantiques. Nous avons obtenu
certaines constructions algébriques nouvelles, en particulier, les familles de produits bicroisés cocycliques. Ces
constructions explicitent la transition du groupe g-Euclidien vers le groupe g-Lorentzien ainsi que celle des espaces
sur lesquel sagissent ces groupes.

Au chap. 4 nous abordons une approche plus physique et suggérons quel'espace-tempspourrait étre en éat KMS a
I'échelle dePlanck, d'ou nous tirons que le paramétre temporel R devrait alors étre considéré comme complexe. Dans
ce cas, les fluctuations quantiques du champ de température pourraient constituer la source des fluctuations
guantiques dela signature dela métrique.

Au chap. 5, nous proposons une extension de la gravité relativiste a partir de I'échelle de Planck et adoptons un
Lagrangien desupergravité delaformeR + R2 + RR” . Dans ce nouveau cadre, a la limite infrarouge B = lpaneks »
lathéorie est décrite par le termelinéaireen R (secteur Lorentzien) tandisquesur la limite ultraviolette B = 0, c'est
le terme topologique RR™ qui domine lathéorie ayant un contenu purement topol ogique (secteur Euclidien).

Au chap. 6, nous proposons une dualité nouvelle, isodimensionnelle, entre instantons et monopéles de dimension
4. Larelation de dudité, a |'échelle de Planck, entre ces deux configurations du champ gravitationnel donne une
bonne représentation semi-physiquedela superposition desmétriques(3, 1) et (4, 0).

Au chap. 7, nous indiquonsune possible résolution dela Singularité Initiale dansle cadre de la théorie topologique
deWitten (Euclidienne), duale de la théorie physique (Lorentzienne). La Singularité Initiale peut alors étre résolue
sous la forme d'uninstanton gravitationnel singulier detaille O.

Au chap. 8, nous discutons la question de I'expansion primordiale du pré-espace-temps, depuis I'échelle O jusgu'a
I'échelle dePlanck. Notre approche dela phase d"'expansion topologique" située dansla région quantique du cone de
lumieére est fondée sur desarguments algébriques (le flot despoids du facteur detype llc associéa I'échelle 0) ainsi

que sur des résultats liés a la théorie des instantons (en particulier la minimisation de la densité de charge
topologique divergente de l'instanton singulier de taille 0). Nous énoncons en conclusion un "Principe de
Singularité" fondé sur I'existence d'amplitudes topologiques de portée par construction infinie, ayant pour source
I'échelle 0 del'espace-temps.

Enfin, nous proposons, outre les références citées dansle corps denotre recherche, une bibliographie indicative trés
exhaustive, rassemblant nombre de publication (environ cinq cents références) qui, directement mais aussi
indirectement, nous ont paru apporter des contributions de nature a former les bases d'une théorie a venir de la
superposition dela signature de |'espace-tempsa |'échelle dePlanck.
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Chapitre 1 Domaine de Fluctuation de la Signature

1

DOMAINE (3, 1) < (4,0)
DESFLUCTUATIONS DE LA SIGNATURE

Nous suggéronsici |'existence d'un "chemin" algébrique dansl'oscillation designature s de la métrique : a partir de
(3, 1) - resp. de(4, 0) - nous indiquonsques peut évoluer vers (4, 0) - resp. vers (3, 1) - mais jamais vers (2, 2).
Deméme, apartir de(2, 2), s ne peut jamais évoluer vers (3, 1) ou vers (4, 0). La fluctuation de signature parait
subir ainsi un confinement  aux deux formes (3, 1) et (4, 0), dans les limites d'un "domaine de fluctuation"
dépendant de contraintes algébriques.

1.1 CLASSE COMMUNE DE SIGNATURE (3, 1) == (4, 0)

Nous commencons par remarquer que (3, 1) et (4, 0) appartiennent & une "classe de signatures’ commune, liée au
groupe fondamental rt1 = Z/27 commun au deux groupes, ala différence de(2, 2).

Remarque 1.1.1 SO(3, 1) et SO(4) appartiennent a la méme classe fondamentale, 1'un et I'autre possédant, en
commun avec SO(3), le méme groupefondamental .ty = .#77 2 7 adeux éléments. SO(2, 2) apour m; = 7 @ 4~ a
uneinfinité d'éléments, et n'appartient pasala méme classe fondamentale.

Comme rappeléen [405], les 11 deSO(3, 1) et SO(4) sont identiques - ;1 (SO(3, 1)) = m;1(SO(4))=Z ; 2F cequi
n'est pas le cas de SO(2, 2), dont le groupe fondamental est Z ® Z. 1l est impossible de déformer continiment
Zlo7 vers 7 ® 7.

(3, 1) — (40 + (2 2.

Nous montrons a présent que £/27 est également le groupe fondamental de I'espace homogéne symétrique
correspondant al'unification généralisée (dans|'esprit deM. Flato) deSO(3, 1) et de SO(4).

. . o SO(3, 1) ® SO(4) 3 _—
Proposition 1.1.2 L'espace homogéne symétrique ¥, = ) représentant I'unification entre
le groupedeLorentz et le groupe Euclidien ale méme groupefondamental que SO(3, 1) et SO(4), soit 7/ 2_7.

Note : Nous utilisons ici une notation usuelle en physique exprimant, au niveau des groupes, le produit direct
SO(3 1) x SO(4) < éorir SO(3 1) ® SO(4)
SO@) SO (3)
théorie d'unification desalgebresdeLie proposéepar M. Flato [210], nous indiquonsau chap. 2 (2.1.2, 2.1.3) que

Sh représente |'unification généralisée de SO(3, 1) et SO(4).

Gx H par le produit tensoriel G ® H. Ainsi, . A partir de la

Démonstration L'on choisit une identification possible de SO(3) comme sous-groupe de SO(3,1) et de SO(4).
Commengons par définir I'action de SO(3) sur le produit direct

I = SO(3,1) x SO(4) (1.1)
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Soient les éléments g1 € SO(3, 1), g» € SO(4) et h € SO(3). SO(3) étant un sous-groupe commun aux deux

facteurs du produit (1.1), nous avons donc un plongement "semi-diagonal” caractérisé par une action a gauche de
SO(3) sur le produit (1.1). Lecouple(gr , g2) Sidentifiealorsa:

(@1, 92) —— (hg1, g2h?) (12)

L'action en (1.2) définit un fibré principal 3 de groupe structural SO(3), I'espace des orbites del'action de h sur
I'espace total éant 3. Dans notre construction du fibré ¥, I'espace total est SO(4) x SO(3, 1)), la base est
SO(3 1) ® SO(4)

SO (3)
F. Testard [405] selon laquelle, considérant le fibréprincipal G — % :

et lafibreest SO(3). Or, cette construction du fibré est équivalente acellede R. Mnéimné et

G x yF— SO(4) x g SO(3, 1)) (1.3
En effet, dansce cas, le groupe SO(3) opérelibrement adroitesur SO(4) x SO(3, 1)) par :
(92, 91) —5— (92h™, hgy ) (14)

et I'on montre aisément que(1.2) est équivalent a (1.4). L'espace desorbites SO(4) x gp(z) SO(3, 1)) est une variété
fibréeau dessus de SO(%O(S) degroupe structural SO(3) et defibre type SO(4). Or, partant d'un fibré principal
F, debase B et d' espacetotal T, Xy €étant un point deT et F lafibre passant par F(Xg ), I' on considere la fibration

utile F — T — B. Alors, il aétéétabli [405] I' existencedela suite exacte des; :
5 1* *
= 15 (B, (%)) —2=> 1 (F x5) (%)) —— (T, (X0 ) ———>m (B, ¢/(Xo)) - .

s g (Fg s (X0))—2— 110(T, Xg)— . . . (L5)

desorte quedansle casdu fibré (1.3), avecB = S°(4) Soz =% F= (S0, 1) & T = S0(4) x soy SO, 1),
nous avons la suite exacte :

I*

o= 1y (S22 1y (SO(3, 1))— 1y (T)—L— 1y (S) (16)

Or, d' aprés (405), n2(83) = nl(Ss) =0, cequi implique nécessairement |' égalité desdeux termes médians:
m(S0(3, D) = m(T) = Y7
et le groupe fondamental dufibré ¥ = SO(4) x go3) SO(3, 1)) est donc:

) =%, (L7)

Comme nous avons montré |'équivalence entre (1.2) et (1.4), nous en tirons donc que le groupe fondamental de
_S0(3 ) ® SO(4)

S0 (3)

est bienty = Z/ZZ , comme requis. [

Le résultat ci-dessus au niveau des groupes fondamentaux nous conduit & considérer dans la suite I'existence d'un
chemin continu derevétement auquel est associéel'oscillation designature (3,1)- (4,0).
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1.1.3 Fluctuation de signatur e et chemin derevétementsuniversels

Nous suggérons |'existence d'un "revétement desuperposition” d'ordre 2, susceptible decontenir alternativement soit
le revétement universel deSO(3, 1), soit le revétement universel de SO(4). En revanche, ce revétement d'ordre 2 ne
peut &reramifié sur le revétement deSO(2, 2).

. : . SO(3 ) ® SO(4) | .
Remarque 1.1.4 Le revétement universel dufibré 3= ) décrivant I'unification généralisée

entre le groupedeLorentz SO(3, 1) et le groupe Euclidien SO(4) est {#,) = SL(2, C) ® SU(2).

Démonstration Lerevétement universel {3R} de SO(3, 1) ® SO(4) sécrit :

{R}s03, 1) ® o)} = SL(2, C) ® SU(2) ® SU(2)

Deméme:

{R}(so3) = SU(Q)

Or, apartir (i) del'action semi-diagonale de SO(3) sur le produit SO(3, 1) x SO(4) définie en (1.2), puis (ii) de

|'existence d'unebijection entrele w1 et le revétement universel deSh et enfin (iii), dufait quele zt1 de 3, calculé
SO(3 1) ® SO(4)

S0 (3)

en(1.1.2) est Z/ZZ’ nous pouvons conclurequele revétement universel {R},) de Sh =
est:

R}y =SL2, Q) ®SUQ) (1.8)

comme requis. [

~ —~

Considéronsmaintenant SL(2 , ) ® SL(2, R), revétementuniversel de SO(2,2).

Corollaire 1.1.5 La fluctuation de signature dela forme quadratique Lorentzienne seffectue a I'intérieur du
chemin derevétement {¥R},d ordre2, simplement connexe, dutype SL(2, C) ® SU(2) susceptible de se ramifier

soit vers SL(2, C) soit vers SU(2)@SU(2). {IR})ne peut se ramifier vers SL(2, R) ® SL(2, R), revétement
deS0O(2, 2) dordreinfini.

Démonstration. Lerevétement universel deSO(3) est SU(2) ~ S3, de centrefini et simplement connexe, celui
de SO(3, 1) est, topologiquement, SL(2, C) ~S* ® R3, également de centre fini et simplement connexe (par
nappe) tandisque celui de SO(4) est SU(2) ® SU(2) ~ S ® S° et présenteles mémes caractéristiques. En revanche,

—~ ~

{R}p= SL2.R) ® SL(2, B) (1.9)

aun centreinfini et n'a pas de réalisation matricielle en dimension finie - i.e. {R}, , n'est pas un groupe de
matrices [242]. || existe donc entre {R}3 1) = SL(2, C) et {R}(4 = SU(2) ® SU(2) un chemin continu, li¢ ala
simple connexité et & l'ordre 2 des deux revétements cités.Un tel chemin prend la forme d'un "revétement de
superposition”, {fR}) = SL(2, C) ® SU(2) dordre 2, simplement connexe, contenant soit {R} 3 1) soit {R} 4. [
Note: SO(2, 2) n'a pas dereprésentation matricielle, ce qui supprime la notion usuelle d'état quantique.

Remarque 1.1.6 A la différence de SO(3, 1) et SO(4), le revétement universel de SO(2,2), dordre infini,
n'admet pas dereprésentation matricielle. L'état designature (2, 2) ne peut donc pas étre un état quantique.

Remar que Une représentation matricielle correspond ici a une représentation degroupe delie.

-3-
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Démonstration Il résulte dela dém. (1.1.5) que SO(3, 1) et SO(4) ont chacun par bijection un revétement
d'ordre 2 alors quele revétement de SO(2, 2) est d'ordreinfini :

1(SO(3)) = Zp; <24 7,0, =y (SO(4))

2 éléments

R sz o R} su@esu(2)

Au contraire, dansle casdeSO(2, 2) :

1 (S0(22)=2® Z infinité d'éléments (R

} } (1.10)
{SL(2,R) ® SL(2, R)}

—~ —~

Le revétement universel SL(2 ,R) ® SL(2, R), de noyau infini, n'admet donc pas de représentations

matricielles, SL(2 , ) ® SL(2, R) éant un groupe sans matrices. SO(2, 2) n‘admet donc pas de représentation
projective, celle-ci étant fournie par la représentation matricielle de son revétement universel. L'absence de
représentation projective supprime I'espace de Hilbert et ne permet pas de définir I'espace des états quantiques. Le
théoréme de Wigner [438] a établi que les symétries de I'espace projectif proviennent des opérateurs unitaires de
I'espace deHilbert. L'absence d' espace projectif n'autorise pas la quantification en signature (2, 2). [

1.2 CHEMIN DE CONNEXITE ET DE LACETS (3, 1) <> (4, 0))

Remarque 1.2.1 S04(3, 1) et SO(4) possédent le méme so.

Soit le demi-cone delumiére orienté du passé versle futur. 1l n'existe qu'une seule composante connexe- donnée par
mto - dans|' espace sur lequel agit SO, (3, 1). De méme, SO(4) en tant que variété possede également une seule
composante connexe. D'ou :

7o SOy(3, 1)} = 7o{ SO(4)}

Comme SO(2, 2) a deux composantes connexes, Sil est possible de passer continment de (3, 1) a (4, 0) en
longeant la méme composante connexe, il n'existe pas dechemin continu de composantes connexes entre SO, (3, 1)
et SO(2, 2) ou entre SO(4) et SO(2, 2).

Latransition SO(3, 1) == SO(4) n'existe pas seulement en terme de connexité mais en terme d'espace delacets.

Proposition 1.2.2 La déformation dela signature Lorentzenne s effectue dans un espace de lacets correspondant
aune déformation continue de ' espace des lacets .#{S0(3, 1) vers .#5{S0(4). Une déformation continue de ce type
n'est pas possible vers.#{S0(2, 2) .

Note Le symbole & désigneici |' espace deslacets.

Elts de démonstration. Sil est possible de rétracter sur un point I'espace des lacets de SO(3, 1), SO(4) et
SO(3), cette trivialisation n'existe pas pour SO(2, 2) ~ SO(2) ® SO(2). Soient I'; ,,T',etl’, , les espaces
topologiques associés & SO(3, 1), SO(4) et SO(2, 2). Or, I'; ; et I'ypeuvent ére rétractés sur le point S
correspondant & leur sommet (I', a pour unique point réel son sommet S) et les deux espaces de lacets associés
peuvent étretrivialisés. En revanche, SO(2, 2) ~ S; ® S; et I espace deslacets associé se contracte sur le tore, non
contractilesur un point. L' on adoncun homéomorphisme local entreI’; , et I", qui ne peut éreéendual’, , . [

Nous achevonssur la perspective d'un chemin d'oscillation en régime g-déformé.
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1.3 CHEMIN QANTIQUE DE FLUCTUATION (3, Dq <> (4, 0)q

Aux différentes contraintessur lafluctuation designature vers (2, 2) observéesen classique doivent correspondre les
obstructions en régime g-déformé. Sans entrer dans le détail des groupes quantiques impliqués, il est possible de
fairecertaines remarques a propos dece quel'on peut attendre.

Premiéerement, nous remarquons quetandisgue |es représentations irréductibles de SO(3, 1) et SO(4) -et donc celles
desgroupes quantiques SOq(3, 1) et SOq(4)- sont étroitement liées, celle deSO(2, 2) -et doncdeSOq(2, 2)-, est tres
différente. Nous allons considérer au chapitre 3 I'équivalence agébrique des formes Lorentzienne et Euclidienne
comme une possibilité deffectuer une "transformation de jauge" [190] ou "g-twist" [377] des structures algébriques
deSOq(4) acellesdeSOq(3, 1)) (moduloles * - structures donnant les formes réellesdes groupes concernés). Une
telle transformation dejauge est vue au chap. 3 comme un "chemin” dans |'espace des algébres de Hopf, chemin le
long duguel il est concevable que peut seffectuer I'évolution de la signature de la métrique entre les deux formes.
Toutefois, 1'on ne devrait pas sattendre a trouver I'existence d'un tel chemin en direction de SOq(2, 2). En outre,
nous rencontronsméme une difficulté au niveau desreprésentations fondamentales, qui suggerent :

Conjecture 1.3.5 Il n" existe pas deg-déformation usuelle du revétement universel deSOq (2, 2).

Arguments Comme SL(2 ,R) ® SL(2, B) est un groupe non linéaire et n'admet aucune représentation
matricielle, il n'est donc pas possible deconstruire sa g-déformation a |'aide de matrices de générteurs de dimension

fine. En effet, la R-matrice ne peut pas étre construite a partir de SL(2 , ) ® SL(2, i) et par conséquent, il
n'existe aucune g-déformation usuelle du revétement universel deSOq(2, 2). [

D'un autre point devue, pour qu'unedéformation continue soit concevalbe, nous suggérons que les revétements des
groupes agissant sur les espaces sous-jacents doivent étre déformables I'un dans I'autre, a l'intérieur d'une méme
classe. Or, il est impossible dedéformer un revétement d' ordre 2 en un revétement d' ordre infini et réciproguement.
Nous en tirons donc qu'une déformation de signature n'est possible gu'entre les formes (3, 1) et (4, 0), sous le
méme groupe dhomotopie # ; 27, al'exclusion de(2, 2). Alors:

Conjecture 1.3.6 Le groupefondamental ; = &7/ 2,7 commun a SO(3), SO (3, 1) et SO(4), devrait rester

rigide lors dela g-déformation de SO(3, 1) et / ou SO(4) et ne devrait donc pas étre déformé vers =" ® +~, qui devrait
rester rigide sous déformation de SO(2, 2).

La g-déformation ne modifiant pas les sous-groupesfinis des groupesimpliqués, (1.3.6) devrait doncétre valide.
A partir des directions qui précedent, nous suggérons que l'oscillation de signature (i) peut exister en miieu ¢

déformé et (ii) une telle oscillation devrait étre confinée a deux (et seulement deux formes) possibles : la forme
Lorentzienne (3, 1) et laforme Euclienne (4, 0).
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2

ALGEBRE DE SUPERPOSITION DE
SO(3, 1) ET DE SO(4)

Notre objectif consiste ici & mettre en évidence quelques propriétés typiques de la superposition entre la métrique
d'espace-temps dS(23’1) et celle del'espace quadridimensionnel Euclidien dS(24) . Laméthodeconsiste a unifier (dans
I'esprit deM.Flato [210]) les deux algébresde Lie so(3, 1) et so(4) associées aux deux groupes SO(3, 1) et SO(4)

agissant sur B3 1 et sur R4,
SO(31) ® sO(4)

SO(3)
décrivant I'unification desdeux groupes Lorentzien et Riemannien, 1'on peut construire |'espace topol ogique quotient
3,1 4
R~ R
Stop = SO—(:-}) , espace topologique séparé susceptible de décrire la possible superposition des deux
métriques Lorentzienne et Riemennienne. Nous montrons que Ytop comporte un point singulier unique S
correspondant a l'origine del'espace de superposition .

Dans la suite, en (2.3), nous montrons qu'a partir de I'espace homogéne symétrique Sh =

2.1 L'ALGEBRE UNIFIANTE DE SO(3, 1) ET DE SO(4)
2.1.1 Unification d' algebredelLie

Définition 2.1.2 (Flato) . L'unification dedeux algébres de Lie sur un méme corps commutatif K représente la
somme d'espaces vectorielsU = A (&) + u (&) dedeux adL A(e) et u(e) isomorphes respectivement a &r et ¢, Une

algébredelie U est unifiantede ez, ............ , ¢ S I'on peut déterminer desisomorphismes A k de ¢ dans U
(k=1.n)tedsqueU=A1(e) +.... + An(an).

Soit l'intersection {I}decx) et a2 :

- S{l} #{0} == dmU<dmag +dma>

- s{l} ={0} = dmU=dimaj +dma?2

Précisons qu'uneunification de2 agebresit = U( a, b) est dite :
-trividle s a=o] ®@meb=a @b =u=01 ® ax @by

-banadle s bC a etu=a ouréciproquement o C b etu=Db.

La distinction entre unification banale et triviale est importante dans la mesure ou, pour une unification triviale,

tout invariant del'une desalgébresest un invariant de l'unification, ce qui n'est généralement pas le cas pour une
unification banale.
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2.1.3 Unification de so(3, 1) et de so(4)

£ =s0(3, 1) et N =s0(4) ont en commun la sous-algebre so(3). Sur L, cette sous-algebre est un facteur direct.
D'aprés[210], si deux algébresdeLie ont un facteur direct en commun, leur produit direct, quotienté par ce facteur
direct, est une unification dont I'intersection | = {0} est le facteur direct commun aux deux algebres de départ. De ce
point devue, le produit direct quotienté

_ S0(3,1) ®0(4)

oe S0(3)

est une unification des algebres de Lie complexes so(3, 1) et so(4), au sens de (2.1.2). Sur I, nous considérons
donc|'espace quotient

_ S0(3,1) ® SO(4)

or S0(3)

comme une unification généralisée desalgébresdeLie deSO(3, 1) et de SO(4).

Note so(3, 1) et so(4) apparaissent ici comme sous-espaces de |'espace vectoriel o. La construction ci-dessus,
valable au niveau del'algebre de Lie, peut étre étendue au niveau des groupes. Ceci permet la construction de Sh

correspondant & l'unification des deux groupes SO(3, 1) et SO(4). 3, n'est pas un groupe deLie mais un espace
homogeéne symétrique.

2.2 TOPOLOGIE DE L'ESPACE DE SUPERPOSITION DESMETRIQUES

2.2.1 et singularitéinitiale

SO(31) ® SO(4) e .
Partant de 3= 0 , donnant I'unification du groupe de Lorentz SO(3, 1) avec le groupe Euclidien
SO(4), nous étudions a présent I'espace topologique quotient Ftop, décrivant, dans notre approche, la situation
physique associée a Sh, i.e. la "superposition” (au sens quantique) des métriques Lorentzienne et Riemannienne.

Stop correspond a I'ensemble des orbites de SO(3) sur B3 1 ® R4 Considérant les deux métriques dS(23‘1) et

ds(24) dont sont munis respectivement R3.1et R4, nous proposons didentifier Stop & I'espace de superposition des

métriques dS(23,1) et dS(24) (et deleurs signatures) chacune desimension 4. Le calcul établit que Jtop a la structure
d'un cdne plein convexe, possédant une origine singuliére.

2.2.2 Espacedesorbites del'action de SO(3) sur R7:1

Considérons I'action de SO(3, 1) sur B3 1 et de SO(4) sur B4 [405]. Pour identifier la structure topologique de
Ttop. nous considérons I'espace desorbites del'action deSO(3) sur 31 ® R4 . Celui-ci est défini par le quotient

3,1 4
> e R . - . . . .
e . Il existe alors trois dimensions possibles del'orbite del'action deSO(3) sur R71 = R3 1 ® R4:

ladimension 3, induite par les deux copies de [¥3 plongés dans 23 1 et dans[@4, la dimension 2, associéeau bord de
I'espace topol ogique quotient Y top €t la dimension O correspondant a son origine singuliere:

3 3
FFoR

Action (SO(3)) sur R 1 — L@ R,
SO(3)

Nous établissons maintenant |a structure del'espace topol ogique séparé 3 top.

_8.
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2.2.3 Structure topologique de Y top

Soit lamatrice At [274] donnant {X}3 ® R* composéedetrois secteurs: (i) l'intérieur du demi - cone{X}3, variété
semi-algébriqueissue dedét.#t > 0, (ii) safrontieredont I'équation est delaformex2 + y2- 22=0, et enfin (iii)
son sommet - origine, cestrois regions correspondant respectivement ala variété quotient desuperposition iop de
dimension 5 (+ + + +), au bord £ dedimension 4 et au point - origine singulier uniqueS (+ + + +).

Proposition 2.2.4 Soit la matrice quotient .4 décrivant la variété {X}3 ® 4. L'applicationqui, & X; € IR?’(D
e X, e |R93( 2) associe.# est une application surjective, qui décrit I'ensemble des invariants résultant de I'action de

SO(3) sur X1 € [Rs(l)et Xy € RS(Z)_Le déterminant de.# est positif ssi Xqet X, ne sont pascolinéaires.

Remarque: Il existetrois casselon {X1, X3}:

+1
3|

(i) {X1, X2} non colinéaires(et non nuls) : Jt est derang 2 et dét it > O et tracedt > 0 = [
I'intérieur du cone{X}; ;

1 )
represente

+1

(ii) {X1, X2} colinéaires (et non nuls) : M est derang 1 et dét.# = 0 = . décrit le bord de [ e

I'envel oppe du coneg{ X} 5 ;

0
(ii) {X1, Xo} nuls : M = (0 8) est derang 0 et dét.tt =0 — L décrit lorigine de Ry ® Ry, i.e. le

sommet du cbne {X}3 correspondant au point singulier S, singularité initiale et origine de la variété de
+1 +1

3|
'L et dubordde R

3]

superposition [

Démonstration Considérons I'action de SO(3) sur les deux B3 inclus dans R7- 1 : les invariants de cette

transformation sont les normes et les produits scalaires des deux vecteurs non-colinaires Xi<— R3(1) et

3+—1

Xo— RS( 2) vivant dansles deux copies de[?3 considérées. L' espace quotient [ ' ! donnant 1" action de SO(3) sur

[7. 1 est canoniquement exprimé par la matrice quotient 2 x 2 réelle représentant les produits scalaires entre les
deux vecteurs X1 et X, desdeux [3. L'action deSO(3) sur R7: 1 se décompose selon :

3 3 - 3 3
R7’1 _ R(l)® R+® R(Z)@)R . R(l)@) R(Z) ®Ri

= (2.3)

SO(3) SO(3) SO(3)

SO(3) agit effectivement sur Rg(l) ® Rg’(z), R* sestuant hors del'espacedes orbites del'action de SO(3) . La
Ry @ Ry | |

structure topologique de SO@3) ® RET est donc déerminée par la structure topologique de

Rggl)@a ngz) o 3 3 o .
S0Q) . Soit & présent deux vecteursX; € R o & Xoe R (2) linéairement indépendants. La matrice 4

représentant les produits scalairesdes deux vecteursest donnée par :
_ r XXy XX, \

M=
KXZXI X2X2}

(2.4)
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avec Xy = X'l( (k=1,223) e Xy,= X; (k =1, 2, 3). Lamatrice - quotient , dont 3 ééments sont linéairement
indépendants, est une matrice de3 et s écrit:

Mi=3 X X5 (i,j=1,2)

Examinons le déterminant de. . Si 'on définit la projection qui, & X1 , X associe X2, XX, , X5, l'on
construit une application invariante sous I action de SO(3). Le déterminant de.it définit ainsi une quadrique dont les
variables sont X7, XX, , X2 . Posons X2 = a, X5= b et X,X, = C. Le déterminant prend la
formedét.it = (ab - ¢2). Nous observons aors trois cas possibles:

(i) détl >0 (Xy=0etXy=0)

(ii) détM =0 (X1 =0et X,=0)

(i) M =0 (X1X1, X1X2 XoX1, XoX5=0)

Ces trois cas engendrent trois domainesdans Y, : I'intérieur dela variété, son bord et son origine. Selon que X; et

X5 sont colinéairesou non, la dimension del'orbite del'action de SO(3) sur [Rg(l) ® RS(Z) change:

-8 X1 = X (sont dansdeux espacesdifférents), I'orbite del'action de SO(3) sur Rg(l) ® |RE3( 2) est dedimension 3.
- s X1 = X5, (sont paralléles), alors le stabilisateur d'uneaction générique est SO(2) et I'orbite est dedimension 2.
-8 X1 =X, =0, dors.A est derang O et I'orbite del' action de SO(3) est nulle.

M est symétriqueet possede trois éléments linéairement indépendants: X;1X1, XoXo et X1 Xy ( X1 Xy étant égd
a XoX4). Jit détermine donc un hyperplan de 3. Dans la mesure oll X; et X, vivent dans I'espace des matrices
symétriques, I'enveloppe linéaire de la variété est nécessairement de dimension 3. Ce résultat implique une

Ry ® R3
conséguence majeure : le quotient JWL correspond a I'intérieur d'un cone tridimenisonnel {X}3 de B3

dont la frontiére, donnée par dét At = O, représente le bord bidimensionnel. Le cone{y} admet alors un unique point
(%9

\0 0/

singulier S sommet du cone, exprimé lui-méme par la matricenulle i =

(i) Comme X1 et X , vivent dansdeux espaces différents (les deux copies de B3), considérons le casoul ils ne sont
pas paralleles(donc non-colinéaires), le déterminant de i étant dansce cas toujours positif. L'inégalité de Cauchy-
Schwarz permet deposer, pour X1, X5 € vectoriel V :

X1 X2l < [IX4ll- X2 I = | X0.X2 | 2< [IX4l|2 [IX2 ||? dans[3.
Par ailleurs, le déterminant de.tt a pour forme:

det At = [Xal?. X2 112 - | X1:X2 |2

cequi implique, en raison del' inégalité de Cauchy-Schwartz :
X1l X2 I - | X1.X2 2> 0,

dét M > 0si Xq et X, sont linéairementindépendants : détAl > 0 et tracedl > 0, M éant conservée par les

rotations. L'image del'application qui envoie Rg(l) ® Rg( 2) dans I'espace des matrices # est de dimension 3 et
est singuliere. it étant derang 2 , dét .it > O et tracel > 0 = 3}, correspond a |' intérieur tridimensionnel d' un
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Chapitre 2 Algébre de Superposition de SO (3,1) et de SO (4)

cone {X}3 lisse dans Rs, dont le bord est donné par dét 4 = 0. Notons que la projection (;t) exprimée par

Ry ® R3
W et conduisantdeR6 aR3 dotel" intérieur du cone-cible dela métrique définie positive ( + + + ).

Lasignature duconeplein {X}3 estdonco, = (+ + +).

(ii) Si{X1, X5} colinéaires(et non nuls) : .ii est derang 1 et dét M =0 = .M décritle bordde3},. Posons
X X1=z+y, XoXo=2z-y e X1 Xo=XoX1=X.

L'équationde{X}3 correspondant adét A = O prend doncla forme: x2 + y2 - 72 < 0. L'image de I'application
envoyant Ra)(l) ® RS(Z) dansl|' espace desmatrices.#. est doncle cone{X}3 déquation x2+y2-72 = 0 , cette
image étant conservée sous |'action deshomothéties decentre S, sommet delavariété. Le bord 9{ X}3 de{X}3 est
muni delasignature (+ + ), la sous-variété a{ X}3 C {X}3 héritant dela restriction dela signature (+ + + ) de

0
a{X}3 Enfin, X1 =X,=0 implique que.t = (0 8) est derang O et dét. 4 =0 = M décrit I'origine de [R?)(l)

® Hg(z), ' est adirele sommet du cone{X}3 correspondant au point singulier 5, singularité initiale et origine de
S et duborddely. [

Lefait deconsidérer X1 ou X5 aternativement nuls ne modifie pas le résultat général. En effet :

0 0 \

X1=0et X 0 M=
! 2257700 XX,

A est derang 1 et nous sommes renvoyésau cas correspondant au bordde Sh. Demémepour X{= 0 et Xo=0.
Dans les deux cas, JM décrit alors|' enveloppe du cone {X} 3.

2.2.5 Variétédesuperposition 3 = {X}3 ® R*

B L 3 3 3
1 Ry@ R Ry ® R . .
Rappelons que R = ® R*. Comme est décrit par le cone a trois
SO(3) SO(3)
3+ 1

dimensions{X}3, lavariéé [ a 5 dimensions résulte donc du produit du cone {X}3 par R* :

L+ 1
3

R ’1E{X}3 ® RE .
4+ 1

_ . , 1
L'on a donc deux restrictions possiblesde R ' ;' E; = {X}3 @ BT e E;={X}3 ® R . {X}3 ® R*, de
signature (+ + + %), est difféomorphe & un demi - cdnea 5 dimensions et admet le long desdeux projections deux
géométries correspondant a deux métriquesdistinctes.

3
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Chapitre 2 Algébre de Superposition de SO (3,1) et de SO (4)

2.2.6 Sommet singulier du cone quantique X .

+ 1

3 0
L'originede R ' ! correspond a{X1, Xo} nuls : M= (0 g) est derang O et dét.M = 0 = M décrit I'origine

deR3® R3, i.e. le sommet du cdne {X}3 correspondant au point singulier Sp. Lesdeux conesX 4= {X}3 ® Rt et

X 3 1={X}3 ® R - ont la méme origine singuliére S dans la géométrie affine de I'espace 4. Sq hérite d'une
métrique induite définie positive (+ + + +) non fluctuante. En effet, considérons a nouveau le produit général

RP,® R
0% 2@ g pe

Stop = SO@3)

. o o IR3g1) @ ngzz
A l'origine du cbne quantique, il existe le point singulier Sg correspondant a = 0. Or, au

SO(3)
voisinage du point singulier S, la demi-droite genre espace [E* inclut la demi-droite genre temps [~ de sorte que
Ry ® R . - Rp® R . -
—=—= ® R* aupoint S devient —=————=- ® R, dontla signature prend laformeliéea R3®
SO(3) SO(3)

R soit laforme Euclidienne (+ + + +). Un autre argument est que, topologiquement, B3 1 est inclus dans R4. En
effet:

R4-{1point} = R4-{Origine} = K31
desortequ' al' échelle0, R31C R4,

Nous trouvons également la signature Euclidienne au point S en considérant la signature del' espace tangent au
cone quantique en ce point. En effet, considérons SU(2) inclus dans SO(6) correspondant a Rg(l) ® Rg’( 2) ainsi que

son extension par [R. Une fois établis les générateurs des deux adL concernées et de leur extension par [, nous
trouvons qu' il n' existe qu'une seule extension contenue dans I'algébre de Lie de SO(6). Nous prenons aors sur
cette extension uniquela forme deKilling correspondante ainsi quesa restriction et nous trouvons qu'elle est définie
positive (+ + + +). L'espace tangent en S au cdne quantique de superposition est donc muni d'une signature
Euclidienne (+ + + +) correspondant a la symétrie temps-espace en ce point.
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3

Q-DEFORMATION DE LA
SIGNATURE A L'ECHELLE DE PLANCK

Nous considérons dans ce chapitre la contrainte imposée sur la signature de I'espace-temps par la géométrie non
commutative dans le contexte de la g-déformation. Il a été proposé [145][372] qu'au voisinage de I'échelle de
Planck, la géométrie de I'espace-temps devrait étre plutdt modélisée par des coordonnées d'espace-temps non
commutatives, avec des symétries nouvelles associées aux groupes quantiques [376]. Il existe actuellement des
model es naturels fondés sur les groupes quantiques standard Ug(so(4)) et Ug(so(3,1)), modéles que nous considérons
ici, avecles g-espace-temps associés. Ces derniers ont €té développés en particulier par U. Carow-Watumara et al
[116], JWess et B. Zumino [413], S. Majid [368] [377] [382] et dautres. || ne Sagit pas des seuls modéles
possibles; toutefois, dans le présent contexte du moins, selon nos résultats des chaps 1 et 4, nous pouvons
conclure qu'en dimension D=4, les seules signatures naturelles a I'échelle de Planck sont des déformations des
signatures Lorentzienne (+ + + -) et Euclidienne (+ + + +). Ceci suggére que, pour étre compatible avec la
géométrie non commutative, seul le cas de la superposition des signatures (+ + + ) devrait étre envisagé a
I'échelle dela gravité quantique, le cas ultra-hyperbolique (+ + - -) devant étre exclu. Nous montrons ceci du point
de vue dela symétrie g-Lorentzienne au § 3.2 et du point de vue du g-espace-temps associé au § 3.4. En méme
temps, nous obtenons dans ce contexte certaines constructions algébriques nouvelles, motivées par les
considérations physiques développées aux chaps 4, 5 et 6. En particulier, nous avons construit le produit bicroisé
cocyclique dela forme générale

Y
My(H)=He [>d H,

ou H est une algebrede Hopf du type groupe quantique et i un 2-cocycle du type "twist". Une telle construction et
plusieurs autres du méme type sont inspirées par I'idéedunifier les signatures Lorentzienne et Euclidienne au sein
d'une structure de groupe quantique unique, ce quenous parvenonsa fairesous la forme du nouveau produit bicroisé
cocyclique

Ug(so(4)°P 1> Ug(so(3, 1) (3.2)

Ceci est le principal résultat de3.3. En tant qu'algebre deHopf, (3.1) est isomorphe au produit tensoriel, cependant
sa structure sous-jacenteimplique égal ement I'existence d'un double produit croisé cocyclique dela forme possible

Uq(so(3, 1)) P><T Ug (so(4))oP* (3.2)
X

guoique NoUS ne soyons pas parvenus a une construction explicite de(3.2). Par ailleurs, nous suggérons en section
3.3 quela"semidualisation” proposée par S. Majid [360] [382] permet d'accéder a une descriptiondelatransition du
groupe g-Euclidien vers le groupe g-L orentzien :

semidualisation

Y
Ugsu2) P ugsu) = Ug(so)) Ug(su(2))* [>X<1 Ug(su(2)) ~ Ug(so(3, 1)).

De méme, du point devue desg-espaces, I'on remarque en 3.4 que la transition de I'espace g-Euclidien a I'espace g-
Minkowslien peut étre vue comme une transformation de dualité d'algébres de Hopf. Notons que la duaité
d'algebres deHopf a été rapprochée dela T- dualité en théorie dessupercordes par C. Klimcik et P. Sevara[308]. De
telles dualitésd'algebres deHopf dans le contecte des produits bicroisés ont déa été proposées pour la physique a
I'échelle de Planck dans [356]. Nos résultats donnent ainsi quelques idées nouvelles a propos du mécanisme
mathématique sous-jacent au changement designature.
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Enfin, bien que nos principaux résultats soient mathématiques, remarquons qu'il a été récemment suggéré [355]
quela structure (non commutative) du g-espace-temps résulte de maniere naturelle des contraintes engendrées par la

Zny 7T . .
gravité quantique, avec g = € k+2 , k = —— A étant la constante cosmol ogique.

G°A

3. 1 PRELIMINAIRES : GROUPES QUANTIQUESET GROUPES DE TRESSE

En préambule, nous effectuons quelques rappels a propos des structures algébriques destinées a intervenir dans la
g-déformation dela signature.

Nous partons des travaux de M. Jimbo [290] et V.G. Drinfeld [189]. Une cogebre (complexe) est un - espace
vectoriel H muni d'un coproduit coassociatif C-linéaireA: H — H & H et duneco-unité C-linéairee: H — C.Une
bigébre complexe est consituée d'unealgébreet d'une cogébre compatibles. Si une bigébreH est également munie d'
une antipodeS : H — H telle que

MS®idoA=m(id® S)oA= ros,

(ol m représente le produit) alors H est une algebredeHopf. Deux algébresdehopf H et H”* sont dites duales I'une
del'autre siil existe une relation d'appariement telle quele produit et I'unité del'une soient adjoints au coproduit et a

la counité del'autre. Les antipodes de H et H* sont également adjoints. H* est le dual algébrique de H seulement
dansle casdedimension finie.

Définition 3.1.1 (Drinfeld) Une algébredeHopf quasitriangulaire est un couple (H, & ) ot H est une bigébre et
MEH®H esttel que:

AR I1d) % =R 13 R 23 et (1d® AR=R 13 R 12.

toAh=R (AR -1,  vheH, éantl'opérateur detransposition

A permet la définition du produit tensoriel de deux représentations V1 et V2 de H et la coassociativité de A
implique I'existence d'un isomorphisme naturel (V1 ® V) ®V3 — V1 ® (V2 ®V3). S en outre A est
cocommutatif, i.e.si A==t 0 A, aorsil existe un isomorphisme naturel V1 ® V2 — V2 ® V1. Pour une agebre
de Hopf quasitriangulaire, il existe un isomorphisme naturel appelé tresse, donné par I'action de %4 et la

permutation usuelle. Ajoutons que lorsque, sur une algebre de Hopf H ou sur sa dude H", I'algebre est
commutative sous % , alors H est un groupequantique strict.

Il est également naturel dechercher & affaiblir la condition decoassociativité sur A par une conjugaison conduisant a
une "quasi-algébre deHopf".

Définition 3.1.2 (Drinfeld) Une quasi-algebre deHopf (H, A, &, S «a, 3, ¢) est une algebre de Hopf non
nécessairement coassociative (H, A, @) munie d'un élément inversible @ deH ® H @ H tel que:

(Id® A) A= o[ (A®Id)A()] @1
[(H®I® A) ()] [ (A @@ (D) = (HE® D) [(Id® A RId) (P)] (@ © K), hEH; ol PEH ®H ®H

@ satisfaisant desaxiomes additionnels comprenant les éléments d'unité, decounité et d'antipode. |1 exixte également
une notion destructure quasitriangulaire % .

A partir de(3.1.2), nous utilisons la notion de"twisting" introduite par Drinfeld [190] :
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Définition 3.1.4 (Drinfeld) Soit (H, &) une algébre de Hopf quasitriangulaire et soit  un 2-cocycle counital.
Alors il existe une nouvelle algebre deHopf (H,, EJRX), résultant du twist de H et définie par les mémes algébre et
counité et par

Ah=y (A=t Ry =% R %=1, s h=U(sSh)U-L
pour tout h &€ H,. Ici, U =% (Sx@) oi] x = x(l) ® x(z) et les sommations sont comprises.

Considérant maintenant les formesréelles- ou * - structures- associées aux g-groupes, nous rappelons la définition
d'une* - algébredeHopf [382].

Définition 3.1.5 (Woronowicz) Une = - algebre de Hopf est une algebre de Hopf H sur ¢ équipée d'une
involution antilinéaire = telle que

AR =A@ (Sox)2=1d e e(h)=¢ (h)

ou le symbole dénote la conjugaison complexe dans ¢. Deux = - algébres de Hopf H et H * sont dites
coupl ées dualement s'il existe un couplage bilinéaire d'algebres deHopf tel que:

*

{(p".n)={p.(3)) . VheH, pen".

Une * - agébredeHopf quasitriangulaire est ditedetyperéel [382]s & ® " = ¢(R). Elle et detype "anti-
- * ®* _gp-l

réel" lorsque % =9

La construction des groupes de g-Poincaré Lorentzien et Euclidien impliquent également une structure et une
opération définies par Majid : les groupes detresse [369] et la bosonisation [363].

Définition 3.1.6 (Mgid) Un groupetresséB (ou une algébre deHopf tressée) est défini comme une algébre de
Hopf équipée du coproduit A: B — B & B ol B @ B n'est plus le produit tensoriel d'algébres usuel mais un produit
tensoriel tressétel que

@a®@b)(c®d):=a¥ (b®c)d

ou West I'opérateur de tresse-transposition. L'on requiert également I'existence d'une counité tressée ¢ et d'une
antipode tressée S.

Nous munissons maintenant les groupes detresses utilisés dansla suite d'une - *- structure.

Définition 3.1.7 (Mgjid) Un = groupetresséest un groupetresséB tel queB est une # algébre et

(@& 0A =toA ok, £¢()=cok, *o0S=Sox.

T étant ici la transposition usuelle. Si B est un groupe de tresses quelconque dans une catégorie tressée de H-
modules, B est un *- groupedetresseet H une* - algebredeHopf agissant unitairement. Alors la "bosonisation”

(cf. [382]) deB, sous laformedu groupe quantique B ><1 H, n'est ni quasitriangulaire ni une *- agébre de Hopf
mais est une quasi - * - algebredeHopf comprenant B et H comme sous - * - algebres[379] . Nous effectuons
cette construction en 3.4.9.
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3.2 QUANTIFICATION DU GROUPE DE LORENTZ ET DOUBLE SIGNATURE

Nous commencons par la description deUq(so(4)) et Uqg(so(3, 1)) [388] en tant que* - algébres de Hopf [379]. Dans

les différentes constructions, nous utilisons Ug(su(2)), algébrenon commutative engendrée par [189][290] :
H H

1, X,,X_,q9%,q ?

avecles relations

H _H H H H  H

s S SV S _g"—q
q q _1| q Xiq - q Xil [x+)x—]_ q_q_l . (32)

Lesrel. (3.2) engendrent une algébredeHopf telle que:

H H H H _H
AQ2-920® q2, AXz=Xz® q2+q 2@Xs=,
avec

A 5 73
eq 2=1, & X,=0, SX,=-q"X, Sq 2=q 2

I a éé montré que sur C[[t]], H et X+ peuvent étre considérés comme des générateurs, I'algébre de Hopf étant
quasitriangulaire avecles relations :

H®H H n(n-1)

1-g%)" 5 " Ty N q"-q
@ = 2 (— 2X, ® 2X _ 2 [nN=— 3.3
g rzo =T g *X.)"q == (3.3)

avec[n]!'=[n][n-1] ... [1] . H est quasitriangulaire réel avecqréel et la* - structure

* *

X. =X, , H =H

Remarquons dansdesformules telles que(3.3) la necessité detrouver les produits ® complets appropriés. Toutefois,
en utilisant les algébres de Hopf duales, toutes nos constructions peuvent étre rendues complétement algébriques.
Pour cetteraison, nous n'alons pas discuter une telle complétude explicitement.

A présent, la théorie desgroupes quantiques [382] nous donne:

Uqg(su(2)) ® Ug(su(2)) comme algebre

. (3.4
Uq(su(2)) ® Uqg(su(2)) comme cogebre

Uy (s0(4)) = {

correspondant & SO(4) comme produit direct de deux copies de SO(3). En revanche, la description naturelle de
Uq(so(3, 1) est fondée sur la décomposition d' Iwasawa, exprimée par e double quantique deDrinfeld [189]:

Ug(su(2) [=<7 Uq(su(2)* op comme algebre

" ) (35
Ug(su(2))® Uag(su(2)) comme cogebre

Uq(so(3, 1) =2 (Ug(su(2)) = {
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Ici, Ug(su(2))" = Uq(su(2)”™) ot su(2)”™ est I'algébredeLie duale de Drinfeld, duale de su(2) en tant que bigébre de
Lie. Il sagit dunealgébredeLie tridimensionnelle soluble, correspondant classiquement & SL (2, C) = SU(2) [><]
SU(Z)* op , ou SU(2)* P esle groupe delLie soluble dont I'algébre deLie est su(2)* on

A premiére vue, les deux groupes quantiques (3.4) et (3.5) paraissent tres différents. Comme les axiomes d'algebres de
Hopf unifient I'algébre et la cogébre dansla méme structure dadH, I'on pourrait espérer associer la configuration
Euclidienne al'algebre ® et la configuration Lorentzienne ala cogébre twistée ® (possiblement). L'analyse montre
gque ce n'est pourtant pas le cas. Toutefois, notre premier résultat est que les configurations Euclidienne et
Lorentzienne admettent une description équivalente et sont construites sur la méme algébre, avec deux coproduits
différents. D'ou:

Proposition 3.2.1 Soient |'algébre deHopf Euclidienne Ug(so(4)) et I'algébre deHopf Lorentzienne Z(Uq(su(2)),
isomorphe a Uq(so(3, 1). Les deux algébres de Hopf possédent la méme algébre Uq(su(2) ® Uq(su(2)) et leurs
cogébres C1 = Ug(su(2) & Uqg(su(2)) et C2 = Ug(su(2) ™ Uqg(su(2)) sont reliées par twisting.

Elts de démonstration L'on sait d'aprés [378] quepour une agébredeHopf factorisable H (telle que Ug(su(2))),
@(H)=H P4 H, ou P désigne un coproduit twisté [189], noté H @4, H dansla construction du "carré twisté"

de[432]. Cette forme de double quantique a été appliquée a g-Lorentz dans [368][382]. L'on peut donc écrire pour
I'adH Euclidienne:

Uq(su(2)) ® Ug(su(2)) comme algébre
Uq(so(4)) = { Uqg(su(2)) ® Uq(su(2)) comme cogebre C1 (36)
Par contraste, I' adH Lorentzienne s’ écrit :
Ug(su(2) ® Ug(su(2) comme algebre
Ua(so@, 1)) = {Uq(su(Z)) P4 Uq(su(2)) commecogebre C2 = D(Uq(su(2)) 37)

L' on observe (i) quel' algébreUq (su(2)) ® Uq(su(2)) est identique dansles deux cas Lorentzien et Euclidien et (ii)
que C1 et C2 -et donc les structures Lorentzienne et Euclidienne- sont reliées par twisting, le twist étant ici
isomorphe a 9% dansla cogébre. Plus précisément, nous considéronsy =% 23 € HOH®H®H comme un 2-cocycle
dansH ® H ou H = Uq(su(2)). Ceci donnele coproduit

-1
Apypan =% 23 (AHeoH) R
comme requis. []

L' application du twisting par % induit la modification del'algébre de Hopf appropriée au changement de signature.
En méme temps, le twisting du coproduit de H ® H en HP g H par la conjugaison induit une non-
cocommutativité supplémentaire et est du méme type que la quantification de I'algébre enveloppante classique
U(g) — Uq(g) comme twisting de quasi-algébre de Hopf dans la théorie de Drinfeld [190]. Dans le language dual
d'anneau de coordonnées, un tel twisting introduit une non cocommutativité supplémentaire dans I'adH et est
directement lié au processus de quantification. Ceci établit le lien entre quantification et transition de la structure
d'algebre deHopf, decelle appropriée ala signature Euclidienne a celle correspondant a la signature Lorentzienne (et
inversement).

Nous allons aussi bien considérer ultérieurment les différentes » - structures impliquées dans nos constructions.

Celles-ci ne sont pas simplement reliées par twisting mais ont une origine plus profonde. Pour I'instant, nous
procédons modulo les = - structures. Cependant, I'on note que les structures algébriques ci-dessus sont les structures

appropriées pour les = - structures dans les deux cas. Nous alons montrer maintenant qu'il existe un chemin a un
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paramétre les reliant. Ceci doit étre important du point de vue des oscillations entre les deux secteurs Lorentzien et
Euclidien.

Proposition 3.2.2 Les deux groupes gantiques Uq(so(3, 1)) et Ug(so(4)) sont reliés de fagon continue par une
structure dequasi-algébre de Hopf, modulo les * - strucutures.

Démonstration Soit U =Ug(so(4)). Posons

Ug(so(4)) = Uq (su(2)) ® Uq(su(2)) =(Uq(su(2)) ® Ua(su(2))) y = 1 (38)
et

Ug(so(3, 1)) = U (su(2)) P Uq (su(2)) = (Uq (su(2)) ® U (su(2))) (3.9)
aveCy = 9% 23.

Dans ' espace des éléments de Uq (su(2)) ® Uq (su(2)), nousprenonsX ¢ = 1 -t +t 9% 23, de sorte que

t=0 — casEuclidien
t=1 — cas Lorentzian

Soit a présent un élément arbitraireinversibley € U ® U tel que
e®@ ldx)=1d® ¢ (x)=1

A partir dela, nous pouvons effectuer un twist de U via i dans une catégorie d'algebre quasi-Hopf, de maniere a
passer de |'algébre de Hopf U a I'algébre de Hopf Uy par conjugaison du coproduit par . Dans ce cas, Drinfeld a
montré [190] quele coproduit A; n'est plus généralement coassociétif, puisque

d® A) A () =D (A, @I A, ()]
ou @ est un élément inversible dansU ® U ® U donnépar ® = 9. C'est adire
© =12 (A®1d)(x) (1d® A) () ¢ a3

Soit alors @ = dyy. Ici dg=1 et I' on trouve également que ®1 = 1 (en utilisant les axiomes propresa une structure
quasitriangulaire pour établir que x; = 9% 3 est un cocycle). Mais dt = 9yt = 1 & un autre t générique. De ce point
devue, les extrémités du chemin sont les algébresdeHopf

Uq(so(4)) (t=0)
et
Ug(so(3,1) (t=1)

Partant de Ug(so(4)), nous pouvons ainsi appliquer un twist a cette adH, correspondant a t = 0. Il en résulte une
famille dequasi-algebres deHopf, définies par |a perte dela coassociativité, reliant Ugy(so(4)) et Ug (so(3, 1)). U

Remar que Nous notons que le chemin que nous avons indiqué n'est naturellement pas unique. Un autre chemin
intéressant consiste & remplacer %8 dansle cocycley par
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H H

H&H - -=
1(1-92)q2 X, ®q 2X_

R.=q2e,

. (3.10)

ou eq_z représente les mémes séries depuissances qu'en (3.3), desorte que:

)

comme dansH I chas habituel, tandisque

R T=0 = qT

Plus précisément, nous prenons x , = (q(IT_l)H oH R r)
23

Ici, I'on peut trouver que, dansle méme sens quepour % dans[382] :
(A® IR, =R 113R 23
et similairement pour (Id ® A)% _ .

Remarquons également que e twisting ne modifie pas les catégories de représentations, aux relations d'équivalence
prés. Puisque lareprésentation irréductible de SO(2, 2) est trés différente de celles de SO(3, 1) et de SO(4), I'on ne
peut sattendre a l'existence d'aucun chemin d'évolution dela signature, méme en terme de quasi-algebres de Hopf, ni
entre Uqg(so((2, 2)) et Uq(so(3, 1)), ni entre Ug(so((2, 2)) et Ug(so(4)).

3.2.3 * -structures Euclidienne et L orentzienne

Nous sommes maintenant préts a considérer les » - structures pour Uq(so(4)) et Uq(so(3, 1)). Nous interprétons le

twisting ci-dessus comme une sorte d"équivalence de jauge", dansla mesure ol il ne modifie pas les catégories de

représentations. Nous allons voir que le changement de signature ne se réduit pas simplement a un tel artefact de
jauge, i.e. ne peut pas étre entiérement expliqué par le twisting. Afin de construire convenablement les différentes -

structures impliquées, nous allons effectuer une "transformation dejauge inverse" sur la* - structure de Uq(so(3, 1)),

defacon & observer son allure en termes d'unea gébredeHopf qui serala méme quecelle deUq(so(4)). De cette fagon,
nous alons voir queles deux * - structures correspondant aux algébres g-Lorentzienne et g-Euclidienne sont les deux

seules possibilités naturelles dansce contexte. Notons d'abord qu'en dehors du twisting, il existe une petite ambiguité
de$? dansla structurede* - algebredetoute = - algébredeHopf (classiquement S2 = 1, de sorte que cette ambiguité

n'est pasvisible).

Lemme 3.2.4 S H est une* - algébre deHopf munie del'antipode S, alors * MOV = S2 g x = * o S2 forme
également une algébre deHopf.

Démonstration Celle-ci est élémentaire puisgue S2 est un automorphisme d'agebre de Hopf et que
*x 0S=S1ox_Alors, (* NMOV)2=S20% 0S20* =+ 2=id et *NOV oS= S1lg xNOV

comme requis. []
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De méme, I'on peut maintenant se demander comment une telle transformation de jauge modifie les = - structures
correspondantes.

Lemme 3.2.5 (Mgjid) Soit H une * -algébre deHopf et  un 2-cocycleréel tel que
S®9) (1" ®%) =x,, Letwistdela » - structures' écrit » L= () ) stut

desortequeH,, est égalementune * - algébre deHopf.

X
Démonstration Nous rappelons la preuve de [382], utilisant la notation de Sweedler Ah = h;) ® h,) , avecla
sommation comprise. L'on pose U = x(l) Sx(z) .Nousavons U* =S2U, etdoncS ! U est auto-adjoint sous * .
Letwist sur la* - structure donne (x % Y2 =idet (SX 0* X Y2 =id. Alors|'on obtient, apartirde A S U donné

dans[382] :
(-, ®% A D)= (S P h gy @ STTUTRS U @ b @ s Ut

coincide avec

A", () = VSTV ) ()87 )y %" D @@ (ST I (S U)o @

%

comme requis. L'on aégalementqueE’RX estréels 9% estréd. O

Nous considérons aprésent la* - structure correspondant a Ug(so(4)) et Uq(so(3, 1)). Il est connu [382] que celles-ci

conférent aUq(so(3, 1)) et Uq(so(4)) la structure d'algebres de Hopf quasitriangulaires de type réel. Nous suggérons
d'abord qu'il n’existe, sur Ug(su(2)) ® Ug(su(2)), quedeux classesdex - structures différentes, que nous associons de

maniére naturelle a Ug(so(3, 1)) et Ug(so(4)). Nous souhaitons relever les véritables différences entre les * -
structures, modulo les "équivalences dejauge”’ mentionnées ci-dessus. En ce sens, nous suggérons :

Lemma 3.2.6 Il existe sur Uqg(su(2)) @ Uq(su(2)) deux - et seulement deux - = - structures naturelles, que nous
associons a Uq(so(3,1)) et Uq(so(4)).

Démonstration Par "naturel", nous entendons ici des structures de= - algébre de Hopf construites sur H ® H
pour toute = - algébredeHopf H et utilisant seulement cette donnée. Clairement, pour H ® H I'on a dans ce sens les
deux possihilités :

* ® x — %y =S20* ® * Structure Euclidienne (3.12)
et
To(k ®*)—> x5 1= Ry {ro¢ ® »)} 7 Structure Lorentzienne (3.12)

L'on observe aors que (3.11) , aprésle S2 additionnel, est la * - structure de Ug(so(4)) = Ug(su(2)) ® Ug(su(2))
adoptée dans[382]. L'utilisation deS™2 o » est naturelle dansla mesure oul en fait, la forme spinorielle de I'action est
plus correctement modélisée par Uq(su(2))€OP ® Uq(su(2)), qui devient Ug(su(2)) ® Uq(su(2)) par twisting. Cet extra-
twist nous introduit aS™ .

Le second cas est précisémentla* - structure deUq(so(3, 1)) apréstwisting par x = % 3. Ceci parceque I'éément U
danslathéorie générale sexprime dansnotre cas sous la forme:
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U= %98 x@ =02 D) sk Pe = 2y
L' on peut également vérifier que

S U=U

puisque(S® S) & =% . O

Ces résultats sont légerement plus propres si nous passons des g-algébres enveloppantes aux g-algebres de
coordonnées i.e. aux * - algébresdeHopf duales. Dans ce cas, SOq(4) = SUq(2) ® SUQ(2), ou SUQ(2) est le groupe

quantique dematrices 2 x 2 dual deUq(su(2)) et dont la* - structure est plus simplement :

x4 = x @ * (3.13)
tandisque I'on a pour SOq(3, 1) :
S0q(3, 1) = SUq(2) [><1 suq(2) (3.14)
par un twisting dual par un 2-cocycle , construit a partir de la structure quasitriangulaire duale de SU((2). Cette
description peut aussi étre regardé comme un double produit croisé <7 relié aux structures deproduits bicroisés (cf.
dansla suite) par semidualisation. Dans cecas, la* - structureest simplement :
x31 =TO(x ® *) (3.15)
Le twisting n'entre pas directement dans les formules dans la mesure ou les relations avec les * - structures de

Uq(so(3,1)) implique une antipode S qui posséde le méme facteur detwisting queson = .

Ceci conclut nos discussions a propos des* - structures. Nous avons observé le caractere "naturel” (au sens de
(3.2.4)) des* - structuresdeUq(so(3, 1)), Ug(so(4)) et deleursformes duales. Mais il n'existe aucune* - structure
donnant dans ce contexte, a partir deUq (su(2)) ® Uqg (su(2)) (ou deson dual) Uq(so(2, 2)) (ou son dud).

3.3 UNIFICATION DES STRUCTURES Q-LORENTZIENNE ET Q-EUCLIDIENNE

Dans cette section, nous introduisons notre principal résulta du point de vue mathématique, consistant en un
nouveau type de produit bicroisé cocyclique, dont I'existence est motivée par 1'idée physique d'unifier les groupes
quantiques Lorentzienet Euclidien.

Nous utilisons la théorie des" produits bicroisés d'algebres deHopf" H [>>+ A, ou H agit sur A et A coagit sur H,
théorie proposée par S.Mgjid en connexion avecla physiqueal'échelle de Planck dans[359][360].

L'algebrede H [>-+ A est donnée par le produit croisé et la cogebre par le coproduit croisé. Ces constructions ont
I3
été étendues pour inclure les cocycles [><1X dans [359][382] et représente la solution générale au probléme de

|'extension
A—-E—H

dansun contexte donné. Le cas quenous recherchons est lorsquel'un decocyclesest trivial. Alors

HlP[>< A
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est un cas spécial de(6.3.9) dans[382] avecy trivia et requiert les conditions suivantes:

(i) A est un H-module algébrique a droitepar I'action

a®hr—~>a<h

i.e. respectant le produit (@) <h = (@< hyy))(b <hyy) et 1 <h =1&(h)

(i) H est un A-comodul e cogébrique cocyclique a gauche par une coaction cocycliquedu type :

g(h) = D enh®
i.e telle que
(Id®B) o B(hy) ¥1,(Nz)) = Pi(Ny)(A ®id) o (R )
(¢ ®id)B =id
[3 respecte |e coproduit
I 2 ), (I 7 7
hY @ ah® =h Ph, P @hP @ h,”
(1d® &)p(h) = ¢(h)

et ¥ étant un cocycle dansle sens

(id® y)o By )(Ad® A)e p(hy) = 1, () )(A ®id) oy (i)

(¢@id)y =(Id®¢)yp =¢

(iii) Les actions et coactions sont compatibles dansle sens

g(@<h) =¢(a)e(h)

RY=1®1, w@)=1®1

et

W why)(@shy) = @ <y’ ©a < (vl

(B) R(hg) = hD 4 9(1>9(2)(1) ® h(’z)g(zg)\

(©  hyP@<ah,)®h =(a<h)h)’ ®hy?

(D) y(hg) = (v (h(l))(l) < g(l))QZ()i) ® (v (h(l))(Z) < 9(252) )% (9s)

Dansun tel cas, |'algébre deproduit croisé est
(h®a)(g®b) =hg,, ® (a< g,)b

et la cogébre de coproduit croisé cocyclique est
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A(h ® a) = (h(l) ® h(Z()I)TIU(h:%) )(1) a(l)) ® (hz()z) @y (h(a))(Z) a(z)) (3.19)

I3
qui est connue [382] pour former une algébredeHopf dutype H [« A

Nous donnons a présent un important exemple deproduit miroir muni du twist 1 :
Proposition 3.3.1(Mgjid) |l existe un "produit miroir" [360] delaforme M(H) = Hor [ H

avec |es coactionsadjointes

agh=h, a,, VvaeH, heH”

Rh)=h, Sy ®h,, VheH?

En tant qu'algébre de Hopf, M(H) est isomorphe a H® ® H ; toutefois, son importance est due au fait que I'on
obtient, par "semi-dualisation” [382]:

Hop [>H <> H [><]Hop"

Il sSagit d'uneversion du doubledeDrinfeld deH, object beaucoup plus compliqué que son éguivalent M(H).

Nous présentons maintenant notre nouveau résultat : une généralisation du produit miroir lorsque I'une des
composantes du produit est remplacé par un twist.

Theoreme 3.3.2 Soit y € H ® H un 2-cocycle et soit H, I'algebre de Hopf twistée de Drinfeld associee a
I'algébre deHopf H. Alors il existe un produit bicroisé cocyclique dela forme

Y

My(H)=Her [ H,

ot a<h=h, a S,

B(h) =hy Sy ®h,

comme précédemment mais & présent avec le cocycle
@ -9 (2) —(2)

y(h) = h(1)X Sh)% ® h(z)x S"(3)76

et donnant une extension desalgébres de Hopf

op
H, =M, (H)—H

Enoutre, M, (H) =H® ® H, entant qualgdbredeHopf par hy ®ha <4 h®a

P
Démonstration Nous vérifions les conditions pour le produit bicroisé cocyclique HoP [ H,, avec y tel
qu'énoncé ci-dessus. Notons queH joue le role de H dansla théorie générale et H, le role de A. Ici, H est une
algebre de Hopf quelconque. Donc, H, ala méme algebre que H et reste un HOP - module algébrique, comme la

forme usuelle M(H) = Ho [>« H. Ensuite, I'on a:
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(id® B)o B(hy)w(hz) = Ny Tye @hueoTwee @Nyee) Ye(e)
1) (1 (2) -(2)
= Ny Sy " Hex ™ BNy o0 Tu@hex " Tayx ™ ® hyeye
@ e 0 ~2)
=hy e x " Sgx @hp T, hyx " e x ™ @ hy

= h(l)X(l)STS)X_(l) ® h(2)75(2)3”'(4)%—(2) ® hy,

tandisque

- @ (1) (2 -(2)
W12(h(1))(AX ®id) B(h(z)) = 111’12(["(1))(76 hZ)(l)(l)S}Z)(S)(Z)X ®x hZ)(l)(Z)s’](Z)@)(l)X h(2)(2))
_ &) - ) -(2)
= hyowx " TywhawoTeeex ™ @ Nyex Nyehawe Seeox Nee
_ @) -(9 (2) -(2)
= Ryx ™ IyNsy T x ™~ O hoyx "y NeShex ™~ ®hy,

= Ry ey @ gy x P Sy ®hyg

comme requis. Nous avons utiliséici les propriétés élémentaires des algébres de Hopf et les notations de Sweedler
pour les coproduits. Aussi, en utilisant la propriété decocycle dey, il est possible d'observer que est un cocycle
dansle sens requis, desorte queHP devientun H,-comodule cocyclique. Il est immédiatement clair que la coaction

cocyclique résultante respecte le coproduit de HP dans la mesure ou ces applications sont les mémes que pour
M(H) = Hee > H. Donc:

(id® y)o B(h(l))((id ® AX)W (h(z))) = (h(1)(1)g"(1)(3) @y (h(l)(2) N ((Id®A) T11’(h(2)))962_31

_ @' -0’ @) @' -(2) -)
=NyoFweNowx” Nywx™ @hyeex FNyewPeex ™ Nyex™ Jex @

(2) @' -@) -(2)
hoy2@% " Haeeheex'” Nyex™™ e x

@' - ) @) -2 -
= hyex N x 7 @hgx " Nghex “0Shwx “wx @

(2) (2) -2) -2
hie ™ S ey 1 Fao X (2%

@' -@ ™, @ -2 - @@ -2 -2
=hyx Hex T Ohox x T gex Tox T ONex X T Nax T 0X

ou x' est uneautrecopiede x, tandisque

l."12(h(1))(AX ® id)ll’(hz)) = lplZ(hl))Xlz(A ® id)l/)(h(z))Qﬁ_zl

&) @ -0’ -@)
= hywx " Sywhywx” FNpwx  Jox @

) @' (' -(2) @ -(2)
hyx " Hye (Maywx” Towx ™" ax™ @ Ny@x™” Meyex

@ &) -0 -
= hyx " Syhsx " o x T @x @

) @ -0 -2 ) -2
heyx ™ g e x i Tex Cpx Y ® hyyx' ™ T x
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@ (1 -0 - @)@ -0 -2) 2 -2
=h(1)X X (1)gﬂ'(e)x (X ®h(2)X X 225X @2X ®h(3)X g14)%

cequi et égal al'expression au dessus, a cause del'axiome de cocycle pour i et sa version correspondante pour

Y
x_l . Nous obtenons donc un coproduit croisé cogébrigue cocyclique delaformeHo > H,, et un produit croisé
Hop [> < H,.. On peut alors vérifier les conditions de compatibilité (A)-(D) ci-dessus pour voir que I'une admet
une algébredeHopf. Alternativement, I'on note quel'on aun isomorphisme d'algebre

9: H* ®H,— Ho [>dH, , 9(h®a)=h,®h,a (3:20)

parceque I'algébre est la méme que pour M(H) = Ho? > H. L'on vérifie que® est aussi un isomorphisme des

cogebres, prouvant donc que HoP =2 H,, est une algebredeHopf. Ici, son coproduit croise est explicitement :
A(h®a) = hy ® N,y Toymh Oah —(1)®h( ®h (2)31 -(2)
AL O B O CTE AR L TR EIV 22 @ Nay2yx 90X

(&Y -1 (2) -(2)
=Ny @M " Neaux ™ @ gy @ Ny Ny x
On laisse au lecteur e soin devérifier que
A9 @a)=9® 9(hy ® X aux " ® hy ® x Va8 )

comme requis. []
Nous poursuivons en proposant une nouvelle description de Uq(so(4)) en termes deproduit bicroisé.

Proposition 3.3.3 |l existe une description nouvelle deUq(so(4)) sous la forme du produit bicroisé

Uq(su(2)) ! > ug(su(2)

Démonstration L'on observe quele produit miroir usuel

M{Uq(su(2))} = {Uq(su(2))} %P ® Ug(su(2)) = Uq1 (su(2)) ® Ug(su(2))

en tant qu'algebre deHopf ne correspond pas exactement a

Uq(so(4)) = Ug(su(2)) ® Ug(su(2))

Pour obtenir exactement la forme canonique ci-dessus, nous devons utiliser notre nouvelle construction en termes

de produit bicroisé cocyclique avec H = Uq(su(2))°P et y = gt correspondant a la structure quasitriangulaire
considérée comme un cocycle sur {Ug(su(2))} 9P. « obéit al'axiome decocycle puisquel'on a, dansUq(su(2))

Rp(A®IA)R = R R R 5= R R R, =R p(1IdOA)R
ou nous retrouvons|' équationdeY ang-Baxter. Clairement, I'on a

Hy, = [Ug(su(2))%P],, = {Ug(su(2))} OP'COP = {Uq(su(2)}
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par I'antipode (ici %" est une structure quasitriangulaire sur {Ug(su(2))} OP). L'on obtient alorsle produit bicroisé

cocyclique

Y
Ugsu(2) > Ug(su(2)

isomorphe & Ug(su(2)) ® Ug(su(2)) = Uq(so(4)). Explicitement, le cocycle est :
P(N) =Ny R’ S Ny R ONyp% 2 S g R

comme éément de Ug(su(2))°P/CPP ® Uq(su(2))°P/COP. En appliquant I'isomorphisme

PP Ug(su(2))

S Uqg(su(2))

nous avons:

y(h) = gq(l)gt(—l) h(4) TACEE) mz)%—(z)h(s)gt(z)
= Sh(l)h(s) ® Sh(Z)h(4>

(3.21)

en termes dela structure d'algébre de Hopf deUq(su(2)). Nous avons utilisé |la propriété de S®S-invariance de % et

les axiomes dequasitriangularité pour le coproduit.

D'autre part, I'action sur Ug(su(2))°P/COP a pour forme

1
a<ah=Nhyea5S 1y

En termes d'action sur Ug(su(2)) I'on a

a <h = YNyp S aS )
= Sy,

Finallement, la coaction
iXh) = h(l)oﬁ S_lh<3> ® h<2>

comme élément de Uq(su(2))0p/cop ® Uq(su(2)) devient:
h) = S(ha)or”J S_lh(a )®hy,

= Sha)h(s) ® h<2)

comme la coaction cocyclique a gauchedeUq(su(2)).

(3.22)

(3.23)

Notons que, bien qu'ayant utilisé la structure quasitriangulaire %% dans la démonstration, celle-ci disparait dans le
cours dela démonstration. Ceci suggeére qu'il est possible de prouver que pour toute algebre de Hopf munie d'une

Y
antipodeinversible, 'onaH [~ H = H ® H par les (co)actionsci-dessus et le cocycley. D'l :
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Proposition 3.3.4 Soit H une algébre de Hopf quelconque munie d'une antipode bijective. |l existe un produit

Y
bicroisécocyclique H [ H ou

a<h= S}l)a h(z)

(h) = S’h)hw) ® h(z)
y(h) = Shyhg ® N,

I3
Deplus, H [>4 H =H ®H entant qu'algebres deHopf.

Remar que Ces formules sont motiviées par la dém. ci-dessus mais sont applicables pour toute algébre de Hopf :
I'on peut vérifier directement a ce niveau au cours de développements similaires que nous avons une coaction
cocyclique a gauche etc. L'on note quel’ est également une coaction a droite, mais sous I'effet du cocycle, celle-ci
devient une coaction cocyclique a gauche. Nous prouvons explicitement la derniére partie, soit :

~ ¥
§  HoH——> H D4 H 9(h® g)=h, ®N,0 (3.24)
produit I'isomorphisme requis.
Démonstration Ici le produitdeH [ <X H est:

(h® a)(g ® b)

hg(1)® ad QZ)b

hgu) ® S92 ag3b

et 0 fournit I'isomorphisme d'algébres requis (cf. M(H) usuel [382]). Moins trivial, le coproduit de H V-4 H
est :

@ (2)
Ah® a =hy) ® Sy, )hoye W(he) ~ 8y ® ) o w(Re) &,

= hyyy ® S sy @ M) @ Syhe@yy (3.25)

et nous vérifions:

Ad(h®a) = Ry ) ® Hy N6 ey 8 © hoye @ Huyw Ny eI w e

=Ry @ N8, @hg @ N, &,

= (9® 9)((h(1) ® a(l)) ® (h(z) ® a(2)))
=(9® 9NApen(h®a) (3.26)

comme requis. []

Revenant a notre construction générale M, (H) = H® > « H,, , notre second exemple est avecH = Uq(so(4)).
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Proposition 3.3.5 Il existe un produit bicroisécocyclique dela forme

L4
Ugso@)%  [>4 Uq(so(3,1))
Démonstration Partant de H = Uq(su(2)) ® Uq(su(2)), nous avons ici HOP = Uq(su(2))°P &® Ug(su(2))°P,

tandisque A = H, = Uq(su(2)) P Ug(su(2)) = Ug(so(3, 1)), ot x = P ,5 , comme expliquéau § 3.2. L'action et
la coaction sont alors:

@® b ah® g =h(1)a8h(2)® g(l)bsg(z)
B(h® g) = (hl) ® g(l))'(S}S) ® Sg(s)) ® h(z) ® 9(2)

=y N ® Y0y Y5 @ ) DGy (3.27)

est le produit tensoriel del'action et dela coaction dela méme forme que ci-dessus pour chague copie de Uq(su(2)).
D'autre part, le cocycle pour h,g € Ug(su(2)) est :

yp(h®g) = (hy ®g,)(1&® % NSy ©®39,))A® gt_(l)) ®
(N ® g, )(RP @ D(Sy ® S (R P @ 1)

ou le produit est dansH = Uq(su(2)) ® Ug(su(2)). Ceci donne:

W(h ® g) = t‘h)sﬁ'm) ® g(l) %(1) Sg(4)%_(l) ® h(2) %(2) sﬂ'(3) %_(2) ® g(2)89(3)

=Ny @ gy R Sg(z)gt_(l)@) h) 7 91(3)9]1—(2)@) 1

pour les structures explicites desproduits bicroisés. [

Dans la section suivante, nous considérons la transformation de semidualisation, destinée a éclairer certains
mécanismes al gébriques impliqués dansla transition Lorentzien <= Euclidien.

3.3.6 Semidualisation des produits bicroisés cocycliques

Comme annoncéau début dela section 3.3, nous allons construireici la semidualisation des données correspondant
a
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Y
H A
Toutefois, la forme exacte del'objet résultant A* [><]H demeure mystérieuse. Alors, en rapportant les conditions

X
. P *
ci-dessus aux élémentsdeA” , nous avons:

Proposition 3.3.7 Ladonnée d'un produit bicroiséH i [+ A alasemidualisation suivante :
deux bigebresX et H telles que

(i) X est un H-module cogébrique a gauche,i.e. A(h> X) =hy > X ®h, > X, et

¢(h> x) = ¢(h)e(x)

(i) H est un X-module cogébrique cocyclique a droite dans le sens nouveau :

A(h<X) =hy <X ® Ny < X @ e(hax) = e(h)e(X)

(N 9%9) VxR X2 V) = %0y X Y ey 1 (X2 ¥z))

ou

x(hy <X Z9)x (o) X2y Yo Zay) = %Ny Xy Vi) %02y X2 Vi) Z2))
x(h1,x) = x(h,x,1) = £(h)(x)

(iii) les deux adH étant compatibles dans le sens

h>1=¢(h),l 1ax=¢(X), x(1XY) =eXe(y)

et

A %Ny X Yol > (Xa¥z) = Ny > Xy () 1%) >y

(B) (hg) ax=h<(g, >Xy) G Xy

(©) Ny > Xo) ® Ry 91Xy =My > Xy ® Ry <X

(D) x(hg, % y) =X(h(1)’ gy > X(l)'(q2) < X(z)) > Y )X(g(a)’ X(3)» y(z))

Remar que Il résulte deces données I'existence d'un certain type de double produit croisé cocyclique dela forme

X[><IH, quoique nous n'ayons pas exactement identifié sa structure. Toutefois, a partir de (ii), il est clair quiil
X

devrait sagir d'une forme de quasi-algébre de Hopf duale, ou le produit serait associatif sous conjugaison par une

fonctionnelle ® constuite a partir dey.

Demonstration Pour réaliser la semidualisation, I'on suppose que A est de dimension finie et nous posons

X =A”. Enstite, nous allons voir gueles conditions résutantes conservent leur signification pour tout X. D'abord
le fait queA soit un H-module algébrique a droiteimplique que X est un H-module cogébrique a gauche, en accord
avec
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{a<h,xj={a,h>x} VxeA
Ensuite, nous définissonsy sur H® X @ X

x(hx.y) = (x®y,y(h);

et vérifions que H devient un X-module cogébrique a droite, comme énoncé. Ici, I'ction de X est donnée par la
coaction deA selon :

hax={xhP}® vheH
Par exemple, évaluant (3.16) avecx ® y , I'on ademaniéreéquivalente:

<X® y,(h(l)(I) ® hl)(’z) (1))1'0 (h(Z))>h(1)(’2) (2)
={(x®y ., y (hy)(hef? o ® hef? (2))>h(2§2)

ou bien, en utilisant les définitions données et les axiomes dedualitéd'algebres deHopf :

(h(1) < X(l)) < Y(1)X(h(2)’ X(z)’Y(z)) = X(h(l)’ X(1)’y(1)) h(z) < (X(z)Y(z))

comme énoncédansla condition (ii). Similairement, (3.17) devient immédiatement telle quel'action de X respecte
le coproduit de H comme énoncé, tandisque (3.18) devient la condition selon laquelle x devrait étre un cocycle,
comme énonce.

Finalement, I'on semidualise les conditions de compatibilité (A) et (D) . Concernant (B) et (C), ils sont dualisés
selon les formules [382] pour les produits bicroisés usuels (le cocycle n'intervient pas). Pour (A), nous évaluons
avecx ® y pour obtenir

/ \ \/ \
XNy Xy Yo )\ X @)Yz @9 Ny | = \Xayr 8y SRy AY: 8y <) 9 %5)))

ou, en utilisant les définitions ci-dessus :
(N ¥h, > ( ), ay={h, > x N(h,, <X,)> \
X (N Xy Yo\ M) > (X)Yi2))» @) =\hgy > X 28y \(Nz) 9 %)) > Y, &)

/ \
=\(Ngy > X)) (No) < X)) >, &y
pour tout a& A, qui est la condition (A)- énéoncée. De méme pour (D). [

A présent, la signification dela semidualisation est, selon nous, la suivante. Tout d'abord, nous considérons le
produit miroir standard M (H) = HOP> «qH (sans cocycle). Alors

Proposition 3.3.8 Ugl(su(2)) ® Uq(su(2)) = Uq(su(Z))Op[>4Uq(su2) est relié par semidualisation a
Uq(su(2)) [><] Ug(su(2))°P* = D(Uqg(su(2))). Alors, la semidualisation connecte donc une version de Uq(so(4)) &
une version deUq(so(3, 1)).

Démonstration |l sagit d'un exemple de I'application originale du produit miroir M(H) dans [360] [382] afin de
comprendre le doubledeDrinfeld. A partir desrésultats dela section (3.2), nous savons que D(Uq(su(2))) est (lorsque

q = 1) isomorphe & Uq(so(3, 1)). Par ailleurs, Ug(su(2))°P = Ugr1(su(2)) et donc M(Uq(su(2)) = Ugi(su(2) ®
Uqg(su(2)), qui est une version deUq(so(4)) = Ug(su(2)) ® Uq(su(2)) d'un autretype. LI
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Cependant, le produit bicroisé Ugi(su(2)) ® Ug(su(2)) ne représente pas exactement la version standard de
Uq(so(4)). Pour avoir la version canonigue, nous devons utiliser notre construction ci-dessus du cocycle M, (H).
Alors nous avons la semidualisation :

semidualisation

Y
Ug(su(2) >4 Ug(su(2)) = Ug(so(4)) Ug(su(2))* >X<1 Ug(su(2)) ~ Ugso(3, 1)) 328)

ou le membre de droite de (3.28) est un type de double produit croisé cocyclique représentant une version de
Uq(so(3, 1)). De ce point de vue, la transition de g-Euclidien a g-Lorentz correspond a une transformation de
semidualisation et en méme temps induit I'introduction d'un cocycle. De la méme fagon, le produit bicroisé
cocyclique

¥
Uq(so(4))°P > Uq(so(3, 1)

construit ci-dessus définit implicitement une sorte dedouble produit croisé cocyclique

semidualisation

'
Ug(so(4))9P >4 Uq(so(3, 1)) = Ug(so(4)) S0q(3, 1) <1 Uq(so(4))°P (3.29)
X

oll y est construit & partir de qui, & son tour, est construit a partir de la structure quasitriangulaire %% de
Uq(su(2)).

Naturellement, I'on peut également semidualiser a partir des autres facteurs pour construire certains types de quasi-

X Y
algébresdeHopf A PP H”™ | associéaH [> A. Cette fois, la coaction cocyclique de A sur H est dualisée en
une coaction cocyclique deA sur H* tandisque I'action deH sur A est remplacée par une coaction de H* sur A. La

V4
construction devient alors générale, de la forme A Y (ol Y joue le role de H). L'on obtient alors des

x x
exemples du type Ug(su(2)) ™ Ug(su2)” , Uq(so(3, 1)) P SOg(4)®P etc., par semidualisation de cette
forme. Ceux-ci sont duaux desconstructions précédentes.

Aprés notre étude des structures des groupes quantiques Ug(so(4)) et Ug(so(3, 1)), nous considérons a présent la
transition designature entre le domaineLorentzien et le domaine Euclidien du point devue de la "g-rotation de Wick"

appliquée a la métrique de I'espace-temps [377]. Nous étudions dans |la suite les espaces Rg’ 1 et Rg sur lesquels
agissent Ugy(so(3, 1)) et Ug(so(4)). A partir des travaux de Drinfeld sur le twist des algebres de Hopf [190] évoqués

ci-dessus, un 2-cocycle appliqué sur un groupe quantique permet de déformer celui-ci par "twisting”. Or, le méme
cocycle peut étre utilisé pour twister I'équivalent de la structure sur laguelle agit le groupe. Cette propriété permet
doncd'envisager la déformation del'espace g-Minkowski en espace g-Euclidien et autorise e changement de signature,
par g- rotation deWick [377], dela métrique associée. Il convient également a ce stade de travailler avec les groupes
quantiques dematrices SUq(2) dual deUq(su(2)) etc..

3.4 DEFORMATION DE LA SIGNATURE DE LA METRIQUE

DE L'ESPACE-TEMPS PAR TWISTING

Appliquons a présent |es résultats généraux deMgjid [377] ala déformation (4, 0) <> (3,1). Nous construisons une
liaison entre|' algébre A(R) correspondant a la bigébre des matrices g- Euclidiennes et A(R) correspondant a la
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bigebre des matrices quantiques usuelles. R étant un élément de matrice M, ® Mp,, rappelons que A(R) est la
bigébre"FRT" usuelle [382]:

Proposition 3.4.1 (Mgjid) Le systéme covariant {SUq(Z) ® SUq(Z) , Mq(2)} résulte de la déformation par
twisting du systéme covariant {SUq(Z)Op ® SU q(2) » Mg (2)} par le 2 - cocycle donnépar

x((a®@b)® (c®d)=R1(a®c)k (b) £ (d).
Ici, Rg = Mq(2) représente |'espace-temps g-Euclidien, décrit par I'algebre desmatrices(2 x 2) quantiques.

Démonstration Nous rappelons ici les coordonnées. Soit R la R-matrice de sl,. La bigebre associée, notée

(a by
\c d)

ab=qlba, ac = qtca, bd=qtdb, cd=q'dc, bc=cb, ad-da=(q - q)bc.

M q(2), alaforme, apartir det =

La relation additionnelle ad - g1 bc = 1 donne le groupe quantiques de coordonnées SUq(2), dual de Uq(su(2)). La
structure quasitriangulaire 2% ci-dessous définit |a structure coquasitriangulaire :

9% :SUqRQ)® SUq(2)— C

Construisons a présent la déformation de I’ algebre ci-dessus par le twist de Drinfeld. La structure quasitriangulaire

définit un cocycle = %1 sur SUQ(2)OP. D'aprésles résultats deDrinfeld sous leur forme duale [382], |a déformation
par le 2-cocycle x donne SUq(Z)Xop — SU q(2). Appliquons cette déformation au premier facteur de SUq(Z)Op ®

SUG@):

(suq(2)°p ® SUq @)y, = SUg(2) ® SUg(2) = S0q(4) (3.30)

L'on doit également déformer toute algebre sur laquelle agit |e nouveau groupe quantique. Mq(2) est donc twisté en
M q(2) Dol le nouveau coproduit, avant identification des matrices degénérateurst aux générateurs "twistés’ (x') :

th, tKi=taptCe-1((St a@tPp@(stkc@td))=arl gKpta;th, (3.31)

s t = x, les relations entre les deux classes de générateurs deviennent x;x, = A R t;t,, ou nous obtenons les
relations correspondant a la matrice M q(2). Il existe aussi un coproduit A additionnel tresse sur Mq(2), également

twisté parx selon A, c = c(l)(l) ®c(2()1)x (c(lgi)c(zgz)). Notons qu'au sens strict, nous devrions effectuer une
extension centrale desgroupes quantiques coagissant pour que Mq(2), M q(2) soient strictement des groupes tressés

dansleur catégorie decomodule. Ceci expliquela présence du facteur . dansl'éguation ci-dessus [377] . [

(a b\
\c d)

L'algébreexplicite Rg = Mg(2) quenous obtenons a pour générateur X = aveclesrelations
ba=qgab, ca= q’lac, da=ad, db= q’lbd dc = qcd,
bc=cb+(q- q’l)ad

trés semblables (en fait isomorphe sous permutation & <> C, b <= d) a Mq(2) Iui-méme. Nous précisons
maintenant la* - structures Euclidienne.
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* Lk s
Corollaire 3.4.2 La #- structure de R = Mq(2) est (a* btw = ( d g
q \¢® d¥) \-gb a

dela - - gtructure unitaire deMq(2) sur I'identification desdeux espaces vectoriels.

1
) et coincide avec celle

Démonstration Comme nous I'avons vu dans la démonstration ci-dessus, Mq(2) est identifié avec |'espace
vectoriel deMq(2) au niveau desgénérateurs x =t. Mais Mq(2) aune * - structure unitaire correspondant a SUq(2) et

nous |'adoptons pour % sur Mq(2) . En accord avecla théorie générale [382], ceci engendre un % - groupe de tresse.
De maniéreéquivalente, il existe une certaine* - structure sur Mq(2) detype unitaire (non pas la forme usuelle mais
équivalente sur lalimite g— 1) telle quele twisting de (% , M(2)) vu comme un groupe % - tressé sous coaddition
tressée par le cocycle (comme pour la proposition (3.4.1.)) donne la % - structure énoncée. Une troisieme fagon est

denoter I'isomorphisme M g(2) = Mq(2) en tant qu'algébres. Ceci devientun isomorphisme de* - agébressi I'on
équippe Mq(2) avecla* - structure

(a* b*)_(—qd C o\
\c* d5) b -q'a

qui, au signe - prés est une autre g-déformation dela = - structuredeMq(2) detype unitaire. [

Etant donnée cette * - structure, les coordonnées naturelles del'espace-temps"hermitien” sont :

(-ad o, axd - c-® - crab (3.32)
2 2i 2 2

et I'éément du "g-déterminant” de Mq(2) est:

ad - qcb = (“Tq) t2+2) + 0@ +V?) (339)

qui exhibe la signature g-Euclidienne.

Enusite, d'un point de vue dual de Uq(su(2)) développé au 8 3.2, I'on peut poser I'existence d'un cocycle qui twiste
SUq(2) ® SUq(2) en SUq(2) [><1 SUq(2). Ce double produit croisé est dual de Uq(so(3,1)) = Ug(su(2)) M4
Uq(su(2)) décrit au § 3.2. Sous semidualisation, celui-ci correspond au produit bicroisé Ug(su(2)) [ SUq(2).

Proposition 3.4.2 (Mgjid) Le systéme covariant {SUq (®SUq(@., M q(2)} est twisté sous I' actiondu 2
-cocycle x (((@®b) (c®d) = ¢ (a) &1 (b ® c) &(d) en un nouveau systéme covariant
{sug@ ><Isuq@. BMg(2}

ou [RRS” 1 BMq (2) représentel’ espace q - Minkowskien, algebre decoordonnées desmatricestressées 2 x 2.

Démonstration Pour Uq(so(3, 1)) , le cocycle

% ((@®b) (c®d)=c (@ 1 (b® c)&(d) (3.34)
est dua de % _213 sur I adH quasitriangulaire duale, desorte quel’ application du twist dual donne:
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[SOq(4)ly, = [SUq (2) ® SUG (L, = SUQ (@) [><I SUQ(2) = SOq(3, 1)
ou SUq (2) <1 SUq(2) de[359] est muni du produit
a, b=x(@,®b,)a, b,x 1(a o ®bg) (3.35)

Dela méme fagon, considérons le dual du twist de M q(2) en tant quegroupe tressé, soit :

Xij .XXk| =Xab Xcd Xﬁl(stia@) th ® Stkc® tai)

-x' X R(d® )
Si X = u, les relations entreles deux ensembles degénérateurs deviennent :
up Rup =x1x2
En termes deMq(2), la modification dite "transmutation" du produit s' écrit :

ui Rup=Rtyty [

(a b\
\c d)

En tant qu'algebre, Hg’ 1 BM((2) est explicitement donnée par u = , aveclesrelations:

ba = qzab, ca= q’zac, da=ad, bc=cb+(1- q’z)a(d -a)
do=bd +(1—-q %)ab, cd=dc+(1-q?)ca (3.36)

Cependant, les * - structuresde [R?g’ 1et de [I%Rg ne sont pas reliéespar cetwisting. Au lieu decel, nous avons :

31 ( a* b*j (@ ¢
Proposition 3.4.3 La # - dtructure de R’ "= BMq(2) est hermitienne au sens * x| = et
q \c* d*) \b d

correspond, pour g =1, acelledeUq(su(2)) en tant que* - algébre.

Démonstration Ici, BMg(2) a une description en tant que matrices hermitiennes tressées. Son quotient
a C

detq(b d) =lest I'nyperboloide unité dans I'espace g-Minkowskien et est le groupe % - tressé BSUq(2),

version groupe tressé de SUq(2) (donnée par transmutation de SUq(2)). En tant que groupe % - tressé, pour g = 1,

celui-ci est isomorphe 4 BUq(su(2)), qui est la version groupe tressé de I'algébre g-enveloppante Uq(su(2)). En tant
que - algebre, il est isomorphe a Ug(su(2)), soit, explicitement :

1 H
q" g 2(q-gqHg2X_
1 H

(
(a b\ =|
\ 1 H
\g 2(q-97)X,q2 g"+g(@-97)*X X

c d
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Avec cette * - structure, les coordonnées naturelle del'espace-temps"hermitien"”, sont :

qd +gla b+c b-c d-a
X = = , Z=— (3.37)
2 2 2I

t =
2

et 'éément du "g-déterminant” est :
2 2 1\
49 NN 29" +)g* Zq(q

ad — g°cb = ———t 72 —_1) tz (3.38)
(q2+1)2 (@2+D7 \g® +1 '

qui exhibe la signature g-Lorentzienne.

A lalumiére deces constructions, nous arrivons maintenant a |'importante observation qui suit :

Coroallaire 3.4.4 Pour g= 1, la transition de la métrique g-Euclidienne a la métrique g-Lorentzienne au rayon
unité est une dualité de * -algébre deHopf Ug(su(2)) <= SUq(2).

Démonstration Nous avons vu ci-dessus que la * - structure de [RR4 = Mq(2) est donnée par la* - structure

q
unitaire deMq(2) qui, au rayon p = 1, donnele = - groupe quantique SUq(2), duale decelleassociéea la » - algebre
de Hopf Uq(su(2)). Mais Uq(su(2)) = B(Uq(su(2))) en tant que = - algebre sous transmutation [382]. Cette
transformation, combinée avec |'auto-dualité de ces groupes detresse donnel'isomorphisme de * - algébre Ug(su(2))
= BSU(q(2) comme expliquéci-dessus. Nous proposons alors le diagramme :

Dualitéde * - : Hopf
Uq(su(2)) ualité de algébres de Hop SUq(Z) N Rg /p -1
Transmutation = T q - changement de signature (3.39)
BU. (su(2)) BSU.(2) = R/ p -1
q Autodualité de groupes *-tressés q q

complétant la démonstration selon laquelle le changement designature est équivalent a une dualité de = - algébre de
Hopf. []

En résumé, nous avons montré ci-dessus que dans le domaine de la g-déformation, les structures [Rg et

Rg’ 1naturelles covariantes sous Uq(so(4)) et Uq(so(3, 1)) sont reliées comme suit. Pour simplier, nous

considérons I'hyperboloideet 1a sphérede'rayon” p = 1, mais en essence, la méme idée sétend a toute la structure
del'espace-temps.
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Les résultats ci-dessus nous donnent certaines indications sur |'origine algébrique dela fluctuation de signature a
I'échelle de Planck, considérée comme transformation de dualité. Une remarque importante est que certains des
isomorphismes ci-dessus sont validesseulement lorsqueq = 1, i.e. en théorie non classique. Notons également que
la dualité d'agebres de Hopf au niveau semi-classique est une dualité de bigébres de Lie et a éé comprise
physiquement comme une T-dualité non abélienne pour desmodélesc sur G, G* [308], desorte quela dualité mise
en évidenceici est reliéea d'autres types dedualitésen physique.

3.5 UNIFICATION DES Q-GROUPES DE POINCARE EUCLIDIEN ET LORENTZIEN
3.5.1 g-Groupes de Poincar é

Dans la section 3.4, nous avons décrit la structure du g-espace-temps sous la forme:

4 == 3,1
Ry =Mq(2) Ry “=BMq(2

—~— —~—

en tant que systémes covariants sous les coactions de SOQ(4) et SOQ(31) respectivement. Nous notons a

présent par certaines extensions centrales requises pour conserver aux structures utilisées la pleine covariance en

P~

tant que groupes tressés additifs. Similairement, ils sont covariants sous les actions de U (s0 (4)) et

—~—

Uq(so (3, 1)). Pour compléter, nous expliquons comment les % - structures entre le g-espaces au § 3.4 et les
g-groupes au § 3.2 relient les différentes structures deq-Poincaré.

Les derniéres sont données par un produit semi-direct de groupe * - tresse et des* - groupes quantiques ci-dessus.

L'algebre deproduit croisé est donnée par I'action et il existe une coaction induite comme composante de I'opération
debosonisation quenous utilisons pour le coproduit croisé. Dans les cas Euclidien et Minkowskien, I'on a[382] :

—~

U 00 @)= Ry > Uy(s0 (4)) = M(2) >T Ugsu(2) ® Uy(su(2) (3.40)

tandisque |e groupe inhomogene Lorentzien prend la forme:

P~

U, (is0 (3 1) = R ><T Ug(so (3, D) =BMy(2) >3 Ug(su(2)) P4 Ug(su(2) (34D)

—

comme produits croisés et coproduits croisés du méme coté. Le symbole ><I que nous proposons correspond &
cette double structure de produit croisé comme algébreet comme cogébre.

Il est connu quedetels objets ne sont pas quasitriangulaire et ne sont pas des* - algebres de Hopf mais présentent
une structure intermédiaire, appelée "quasi - * - algebre de Hopf" [381]. Rappelons qu'une quasi - * - algéebre de
Hopf est une adH munie d'une * - structuretelle que

*®*)oAo+ =R L(ro AR, ()=co=

* *

. _ . _ ® _

Commencons par laquasi - * - adH Euclidienne.
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Proposition 3.5.2 (Mgjid) Le groupequantique inhomogéne M 2 >d Uq(su(2)) ® Ug(su(2)) devient
unequas - * - algeébredeHopf dutype g-Poicaré Euclidien.

Démonstration Nous dénotonsles deux générateurs de Uq(su(2) par I* et m%, avecles« - structures:

ok 1. 7i x .
Iilj =87 |+]| ) milj =Sn+]i
tandisque la % - structuresur M q(2), par construction unitaire, est dela forme:
o .
I I
Pj =¢aP pt

ou g est le tenseur invariant apparai ssant dansle g-déterminant. L'on aégalement & = & pour I'extension centrale.

L'action a pour forme:

1 1 1 1
+ _ 3 2p! - _ 22 + _ 2 - _ Zp-1
Il Dpz—)\. Rlez , Ilbpz =A Rp2 , My >p, —pz)\. RZl , My >op, —pz)\. R

L'on vérifiealors quele groupe quantique est quasitriangulaire réel dansla mesure ol chacun des facteurs Ug(su(2))
est réel. Comme la * - structuresur M q(2) est par construction unitaire, I’ action doit également étre unitaire dans

le cas g- Euclidien et obéit doncala contrainte (h > b)* =(S h)* > b* . Pour le reste dela quasi - * - structure,
I'on sereporte a[381]. [

L'on utilise une construction du méme type pour montrer que Ug(so (3, 1)) est également munie d’ une structure de
quasi - » - algeébredeHopf.

Proposition 3.5.3 (Mgjid) BM(2) >3 U (su(2)) > o Uq(su(2)) devientunequasi - » - algébre de Hopf
du type g-Poincaré Minkowskien.
Démonstration Similairement, nous avons:

*

3 . . _.
|i| =Sm+li , mtl j=S|+Ji

i
et

i* i *
pPj =P, § =&

e _ .
de sorte que Ii'j = U (So m* Ji ) Ul tandisque Sy est I'antipode de Uq(su(2)). Il sagit également de

SmJ_r | i quand S est |'antipode de Uq(su(2)) > Uq(su(2)). L'on vérifiedeméme que(h > b)* =(S h)* > b*

pour une action similaire au cas ci-dessus. [

Finallement, dansla mesure ou Rg’ 1 résulte du twist de Rg et que Uq(so(3, 1)) = Uq(su(2)) ™M Ug(su(2)) est le
twist deUq(so(4)) = Ug(su(2)) ® Ug(su(2)), I'on peut sattendre a ce que les structures de g-Poincaré soient également
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reliées par twisting. Les deux groupes de Poincaré Lorentzien et Euclidien sont en effet reliés par twisting par . [377]
en tant qu'algébres deHopf :

R ><] Uy(so(3, D) = (@g) ><] (uq(so(4))\ = (u:@3>5 Uq(so (4))\
% \ /., \ /

X X

~—

avecdeux quasi - * - structures différentes, ol est vu comme cocycle sur R§>5 Uy (S0 (4)). Cexi fait partie
d'un théoréme général selon lequel

By >< Hy=(B >< H), (3.42)

concernant la bosonisation d'un groupe tressé quelconque, B étant dansla catégorie deH-module [382].

3.5.4 Groupe de Poincar é cocycliques

Notre idée danscette section est a présent detenter la construction d'objets hybrides, d'un genre nouveau, tels que

P~

RS V><1 Uy(so (3 1) (3.43)

Ceci est suggéré par notre produit bicroisé cocyclique hybride de la section 3.2. Plus précisément, dans [382], B,
twisté a sa structure de produit et celle de coproduit modifiées. Ici, nous commengons avec

B><] H

mais ne soumettons aun twist quela partieH, et seulement la composante algébrique (non la cogebre) de B. Ainsi,
nous supposons que B est un groupe tressé dans la catégorie des H-modules, ou H est quasitriangulaire. Nous
assumons I'exsitence d'un cocycle x € H ® H. Il est alors clair que B n'est plus un H,, - module algebrique mais

devient B muni du produit b *c= -« oxfl >(b® C), ol - est le produit de B [382]. Pour la cogébre, nous
laissons le coproduit non twisté et trouvons :

Proposition 3.5.5 S B est un H-comodulecogebrique, alors B est un H,, - comodule cogebrique v - cocyclique
-1
par () =e(b)x .

Démonstr ation La condition dey-comodule (comme dans § 3.3) devient:

(i[d® B) B(b)x;, = (A ®id)B(b)x;, = x5 (A, ®id) R(b)

comme requis, et

Xn(d®A)x " = ((d®A )3 )xm = (A ®id)x )i = xn(A, @id)x™
¥
L'on obtient dela sorte le coproduit croisé cocyclique B > Hy -
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Ab®h=b, ®b," % “h, ®h,” ® xh, (3.44)

en insérant la forme dey dansla formule générale. [

A ce stade, nous n'allons pas plus loin car nous notons que
Al®1=y,, =1R1R1®1

de sorte que méme si nous twistons le produit de B pour obtenir une algébre associative B <] H nous
n'‘obtiendrons pas une algebredeHopf par cette methode. En revanche, il est probablement envisageable de trouver
un certain type "d'algebre de Hopf faible", du genre B ¥ <] H Et s nous utilisons le produit original de B,

alors unetelle structure n'est pas associative et B Ve <] H ., devrait ére une sorte d'algebre de Hopf faible, non

associative. Ceci représente une direction pour une future recherche, suggérée par nos idées ci-dessus.

L'on note également que les g-groupes conformes peuvent étre construits de maniere similaire par ces méthodes
[385]:

Ug(so(5, 1) = R ><T U o(s0 (4)) B> < Ry (3.45)
Deméme:
Ugso3,2) = RG> <TUy(s0 (20) B < R2* (3.46)

en principe. De méme, I'on peut sattendre a des doubles bosonisations cocycliques donnant des versions hybrides
telles que:

RS > Ug(so ()P <R (3.47)
RS ¥>< Ugy(so B> <'Ry (3.48)

Finalement, I'on observe dans cette perspective qu'une limite de contraction de Uq(so(3, 2)) ci-dessus donne un
produit bicroisé du type groupe quantique " x -Poincaré” : [R?i”l »<1 U(s0(3, 1))). Ici Ri” ! est une algebre de Hopf
commune générée par Pu avec les coproduits donnés par

Po
APp =Pp® 1+ 1®Pg, APj =P ®1+e€ K ® Pj

En fait, il sagit del'agébre defonctions (IZ[M], ou M est un groupedeLie soluble.

Proposition 3.5.6 (Mgjid et Ruegg) Le groupe de k -Poincaré est un produit bicroisé Ri” ! P<] U(so(3, 1))
donnépar I'action o

Po<IMj=0, Pj<IMj=¢jjkPk , [Po,Nj]=-P
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o 1 ., 1
Pi<INj =-9j (%(1—6 )+ §?2)+ ;Piipj

et par la coactionf3
R (Mj) = 1® Mj

_PJl Eijk
BN)=€ " ®Nj+ — Pj®Mk.
K

Ri” ! a pour générateurs Py, et U(so(3, 1)) pour génerateurs M, N; aveclesrelations:

[Pi, Mj]l = &jj Py, [Ni, Pol =Pi ,

[P, Njl =~ ojj (=(1- e_%l Lo lp o
N0 )+2K e

avec |les coproduits appropriés.

Remarquons que I'algébre Ri’ 1 (IZ[M] représente le moment de |'algébre de « -Poincaré et donc sa duale devrait

étrel'algebre de coordonnées dans I'espace des positions de |'espace-temps. Ce dual est donc I'algébre enveloppante
U(m) ou m est I'algébre de Lie du groupe non abélien M. De telles coordonnées non commutatives pour |'espace-
temps ont conduit directement a desprédictionspour la physique a |'échelle de Planck a propos de la propagation de
rayons gamma d"origine cosmologique. [16].

Nous conjecturonsfinalement queles structures L orentzienne et Euclidienne sont reliéespar un cocycle ¢ construit a
partir de %% .

Conjecture 3.5.7 Les structures Lorentzienne Ri’ o U(so(3, 1)) et Euclidienne R,ﬁ P<] U(so(4)) sont
reliées par twisting par un cocycle y construit & partir de 9% avant la contraction.

Eltsde preuvelll est connu que Ri’ 1 <] U(so(3, 1)) peut étre obtenu isomorphigquement par contraction a partir

deUq(so(3, 2)) [54] [346] . Deméme, I'on peut Sattendre au produit bicroisé Ri <] U(so(4)) par contraction a
partir de Ug(so(4, 1)). Ces deux groupes quantiques devraient étre reliés par twisting de la méme maniére que les
groupes de g-Poincaré dans la section (3.3) par un cocycle construit & partir de % . L' on peut alors Sattendre a
obtenir i, ala limite decontraction. [

A lalumieére du résultat ci-dessus, nous formulons également la conjecture suivante :

Conjecture 3.5.8 L'on peut sattendre a I'existence du groupe quantique résultant du produit bicroisé cocyclique

hybride RS+ <1 U(so(4)).

Eléments de preuve Le groupe quantique hybride Rﬁ’ ! XP<]¢ U(so(4)) devrait résulter de la limite de
contraction dela version cocyclique hybride de Ug(so(3, 2)) conjecturé ci-dessus. Si nous réussissons a obtenir une
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version hybride Ré‘l V=g Uq(s0 (3)) D> < wﬂ%@é’l de (3.46), alors sa contraction devrait donner un tel produit
bicroisé cocyclique. [

Une autre question intéressante est celle de I'existence d'un groupe quantique g-déformé et «-déformé, quel'on peut
Sattendre étre dela forme:

R, P < Ug(so(3, 1) (3.49)

ains que, peut-étre, la version hybride

R(Sa,lx)}ﬂl” Ugso@) . R, ,()X><]l” Uq(so(3, 1)) (3.50)

Dans la mesure ou « dans la structure de x-Poincaré de la section 3.4 est relié au paramétre de déformation q de
Uq(so(3,1)), il parait probable queles deux approches puissent étre combinées, i.e. g-Poincaré dela section 3.3 et «-
Poincaré dela section 3.4. Toutefois, nous ne disposons pas, pour |'instant, d'évidence particuliere en faveur de telles
structures.

Dans la derniére section, nous discutons quel ques considérations spécul atives, en guise d'ouverture vers des voies de
recherches a approfondir ultérieurement .

3.6 DISCUSSION : GRAVITE QUANTIQUE ET DEFORMATION DE SIGNATURE

A la différence desrésultats précédents, les considérations ci-dessous ont un caractére largement spéculatif. Toutefais,
elles ouvrent des perspectives intéressantes quant a certains aspects physiques de la théorie de déformation de la
signature, en suggérant en particulier I'existence d'un lien entre twist dedéformation et courbure.

3.6.1 Twist de Drinfeld, quantification del'espace-temps et défor mation de signature

Letwist deDrinfeld a un large spectre d'application : modulo le fait que nous avons un 2-cocycle, nhous observons
quele méme twist deDrinfeld est impliqué (i) pour quantifier un espace commutatif ordinaire et le rendre non
commutatif et (ii) pour déformer la structure d' algebre de Hopf correspondant a la signature Euclidienne en une
nouvelle structure associée a la signature Lorentzienne. Nous avons vu (ii) en détail dansles sections 3.2 et 3.3.

Nous donnons a présent un exemple précisde(i), delaforme C[x] <1, g C[p].

Pour étrecomplet, il faut observer qu'il existe un autre groupe quantique du type produit bicroisé, égalementrelié a la
physique a I'échelle de Planck et aux idées de T-dualité. 1l sagit du groupe quantique a I'échelle de Planck proposé
dans[356].

Lemme 3.6.2 L'algébre deHopf al'échelledePlanck C[x] W< 4 g Clp] donnée par

xpl=in@-e’®
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Ap=pe e ® +1@p
AX=X®1+1®X
résultedu twisting par un cocycle x del' algebre enveloppante classique U(b+).

Remarque Puisque le produit T[x] ®<I C[p] est auto-dual [382], cela signifie qu'il représente également le
cotwisting del'anneau decoordonnées classique C[X] par un cocyledual i, o X = [} >< [} a pour algebredelLie
b+. Alors, cecocycle dual a également un effet sur la quantification decet espace.

Démonstration Comme expliquédans[356], lalimite # — O envoie C[x] ® =1 C[p] dansC[X], ou
X :{(S, U)} , (S, U) (G, V) :(S+ o, ue-Be 4 V)

etp(s u)=uetx (s u) =sles fonctions de coordonnées sur X. Cette algébre de fonctions est commutative, les
coproduitsétant déterminés par :

(AX)((su) (o, v))=X(5U) (0,v)=s+0 =(X®1+1®X)((s u)(o,V))

Ap(su(v)=p (W, v)=ue®®™ +v =(p® e ™ +1®p) ((5u) (o V) (351)

les relations (3.51) engendrent le modele C[X] des fonctions sur X, C[X] représentant la limite classique de
C[x] <1 C[p]. Legroupe X =R >< R est adors|’ espace desphases du systeme. D'autre part, il est expliqué dans
[382] quex+ = eB* - 1 obéit aux relations [p, x+] = & Bx+, relations del' algebrede Lie bs+. Le coproduit peut
alors étre écrit sous laforme

A =% (X+® 1+ 1®x4) L

Ap=% (p®1+1®p) x ! (3.52)

p® X
ol x =€ " représentele twist cocyclique dans C[x] <1 C[p] = U(b+),, . O

Nous avons vu quiil existait deux points de vue concernant le cocycle i : d'une part il rend I'algébre de Hopf
cocommutative U(b+) non cocommutative. Si 1'on se repsésente ceci comme les coordonnées d'un espace-temps non
commutatif, % introduit une "courbure" dansle sens quele groupe sous-jacent est rendu non abélien. D'autre part, le
méme cocycley peut é&revu comme introduisant une non commutativité ou quantification.

Aussi I'autodualité de ce produit bicroiisé C[x] <] n B C[p] peut étre vue comme une sorte de "T-dualité", plus

précisément le dual a la méme forme avec une inversion de certains de parametres. Ceci a été proposé dans [356]
comme un phénomeéne nouveau pour la physique del'espace-temps. Plus récemment, la dualité d'agebre de Hopf, au
niveau desbigébres deL ie a éé proposée comme une T-dualité non abéliennepour certainsmodéleso [308]. De cette
maniére, les algebresdeHopf al'échelle dePlanck montrent desconnections variéesentre cocycle, courbure, produits
bicroisés et physique al'échelle dePlanck.

En guise d'ouverture vers defuturs travaux, nous mentionnons briévement I'existence d'unepossible relation entre les
idées ci-dessus et les anomalies dela théorie.

3.6.3 Anomalies et déformationsen gravité R2

Conformément aux hypotheses dela supergravité, nous proposons deconsidérer |'existence, a |'échelle de Planck, de
termes de courbures quadratiques, en R2 [109][25]. Notre conjecture est alors que, de méme que les anomalies
gravitationnelles sont liées al'émergence dansle Lagrangien determesen R2, de méme le cocycle de déformation y,
que Majid propose [367] dinterpréter comme une anomalie, peut étre également vu comme un opérateur de
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déformation de la signature du secteur Lorentzien au secteur Euclidien. 1l existe, dans ce sens quelques indications
encourageantes. En particulier, rappelons d'abord queles produits croisés ordinaires tels que

C[M]><u

utilisés dans les exemples ci-dessus peuvent étre interprétés comme quantification au sens de Mackey [174]. En
|'absence d'un cocycle, le "momentum™ U(g) apparait comme une sous-algebre. Précisément, losqu'il existe un
cocycle, cen'est plus vrai. Dans decas

C[m],><1u(g)

N N N
a les relations [?5',}] = &(f), [En] =&, nl+ x(E,n) pour E,nEg, fE C[M], e od N désigne
linclusion dans I'algébre plus grande et 5 : U(g) ® U(g) — C[M] est le cocycle utilisé. Ici, & représente le
champ vectoriel engendré par I'action de & . Ceci fournit une formulation mathématique des anomalies (il sagit en
fait d'unereprésentation purement algébrique; pour un systéme quantique réel, I'on doit également considérer les c’ -
algebreset les structures d'algebres deVVon Neumann). Cependant, il est intriguant d'observer que I'application detels

cocycles sous la forme duale 1 a été exactement établie dans la section 3.3 pour l'unificaiton des structures
algébriques L orentziennes et Euclidiennes. Dans la version duale detels résultats, I'on a:

SOg(4)®r , <1 s0q(3, 1)

etc.. Il existe ainsi une connection entre cocycleset unification designatures.

Deuxiémement, il existe déa une connection claire entre la "courbure" (sous une certaine forme) et le twist de

Drinfeld. Ici, le twist au Lemma 3.6.2 rend non-cocommutative |'algébre de Hopf cocommutative U(bt). Du point de
vue de ces al gebres comme coordonnées " non-commutatives', cela signifie que le twist introduit une "courbure" (ou
une structure non-abélienne) sur |'espace sous-jacent. D'autre part, nous avons vu que de tels twisting conduisent &
descocycles. Aussi, il existe une "évidence" pour les trois cotés dutriangle :

cocycle

anomalie courbure

Larelation anomalie <= courbure relévedesmotivations physiques discutées dansles chapitres ultérieurs. Les
relations cocycle <= courbure et cocycle <> anomalie représentent les considérations algébriques de ce
chapitre. Nous avons réuni les trois aspects avec le changement designature.

En conclusion, nous conjecturons que la superposition de signature associée aux résultats des sections 3.2 et 3.3
pourrait étre décrite, au niveau g-déformé, par I'extension quantique de |'espace homogéne symétrique 3. construit
(Chap 2) au niveau semi-classique. Ici encore, ce point devue est largement spéculatif mais suggére la possible
existence d'un espace quantique homogene.



SO(3 1) ® SO(4)

3.6.4 Quantificationde I =
SO(3)

Dans cette section, nous allons effectuer quelques pas en direction dela g-déformation del'espace

_ SO(3 1) ®SO(4)
- sO(3)

avec lequel nous avons commencé nos inverstigations aus chapitres 1 et 2. Nous travaillons agébriquement avec
|'algebre decoordonnées. Notre souhait serait alors detrouver une algebre

2, ="S0q(3, 1) ® SOq(4)"
équipée avec une coaction a droite
B: X, ——3,®S0,(3)

lui donnant la structure de SOq(3)-module algébrique a droite. Nous allons voir, toutefois, quele produit tensoriel
usuel ® n'est pas applicableici. Alors nous pouvons déformer

~  50.(3 ~
Sq= (5)7 - {xezq | B(x) =x®1} (353)

comme sous-algebre point fixe. Avec une condition technique, ceci devrait déformer Eq en un espace homogéne
quantique et Zq en un fibré principa quantique avec pour fibre SOq(3). Ceci suit les mémes étapes que la

construction dela sphére quantique de Podles [425] [109], qu = (SOq(S))C(SO(Z))
decoordonnées de SO(2).

ou (IZ[SO(Z)] représente |'anneau

A présent, I'action classque du chapitre 1 provient du produit des actions réguliéres induites par les plongements
SO(3) C SO(3, 1) et SO(3) C SO(4). Le premier deces plongements ne présente pas de probléme particulier :

SUq(2) B><IsUg(2)—— SUq(2)

ou 5t = le produit d'applications de SUq(2). Nous ignorons la question de £, pour cette discussion. Alors :

Proposition 3.6.6 SOq(3, 1) = SUq(2) >*<1SUq(2) devient un SUq(2)- comodule algébrique par
Rh®g) =(id®x)A(h® g) = h(l) ® Gy ® h(z)g(z)

Démonstration Le fibré associé est dga connu et discuté dans [109]. Notons que pour vérifier que it est une
agébre, il est nécessaire dutiliser la structure quasitriangulaire duale %% de SUq(2) dans le respect de la
commutativité par conjugaison. []

Cependant, = tel qu'énoncé ne serait pas applicable & SUQ(2) ® SUQ(2). Précisément, il ne sSagit pas d'une
application d'algébres parceque SUQ(2) n'est pas commutatif, du fait de la g-déformation. L'on peut cependant
progresser et utiliser la méme forme de 3 comme structure decomodulesur SUq(2) ® SUq(2), mais I'on obtiendra
pas une algébre pour ¥ q decette maniére, seulement un espace vectoriel.

A présent, si nous supposons |'existence dedeux copies de SOq(3, 1), alors nous pouvons définir

{504(3, 1) ® SOq(3, 1) } SV



comme sous-algébre fixe sous 3R comme ci-dessus et 3. = (;x ® id) A en tant que coaction & droite via |'antipode.
Plus précisément, nous utilisons les produit cotensoriel :

S04(3, 1) 11 S04(3, 1) = {XES0a(3 1)® SOq(3, id® Ry )x) = (B ®id)(x)} (359

qui donne une agébre de "points fixes' comme requis. Dans notre cas, dans la mesure ou il est nécessaire de
remplacer |'un desfacteurs ci-dessus par SOq(4), ala lumiére desrésultats ci-dessus, I'on peut sattendre a |'existence
d'un produit cotensoriel cocyclique delaforme:

$q=50q(3, 1) E SOq(4) (3.55)

avecun cocylcey construit a partir de %t .

L'on peut alors espérer que Eq représente une autre description possible de la superposition des deux métriques
Lorentzienne et Euclidienne en région quantique, par projections des facteurs de Eq (dans notre language dual, cela
signifie deux inclusions). En outre, il parait intéressant deremarquer queEq donneune "modélisation” évocatrice des

oscillations entre les deux copies (Lorentzienne et Euclidienne) d'espace-temps. |1 est peut-étre utile de poursuivre ces
idées, en relation avec la géométrie non-commutative (notamment le modéelea deux points d'A. Connes en théorie de
jauge Z,). Ceci représenterait un champ derecherche profond pour destravaux ultérieurs.

Nous proposons d'expliciter au chapitre suivant certaines conditions physiques rendant plausible I'hypothése de
"fluctuation quantique” dela signature.
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Chapitre 4. Espace-Temps KMS et Double Signature

4

ESPACE-TEMPSKMS
ET
DOUBLE SIGNATURE

En application possible de nos résultats mathématiques du chap. 3 en théorie de g-déformation, nous considérons
dans ce chapitre qua la température de Planck Ty, la signature de la metrique de I'espace-temps subit une
perturbation telle que la quatrieme direction g4 (-) pourrait devenir holomorphe (+). En effet au voisinage de Tp,
|'espace-temps peut étre considéré comme un systeme a I'équilibre, i.e. le systeme obéit a la condition KMS
[319][387]. Nous suggérons alors quedansles limites dela bande holomorphe KMS (entrel'échelle O et I'échelle de
Planck), le paramétre temporel R peut étre considéré comme complexe. Les fluctuations quantiques du champ de
température peuvent constituer alors la source des fluctuations quantiques de la signature de la métrique. Une fois
acceptée I'nypothése précédente, alorsa I'échelle 0, I-duale (au sens de (7.1.3)) del'échelle de Planck, le paramétre
temporel devientimaginaire pur - au sens du chap. 8 - .

Note : Dansce chapitre, notre propos n'est pas de construire de nouveaux résultats mathématiques concernant les
algébres d'opérateurs mais plutdt d'utiliser certaines notions de la théorie des algébres de Von Neumann (groupe
modulaire, état KMS), parfois de maniére heuristique, pour illustrer ou étayer les motivations physiques de notre
recherche.

4.1 - EQUILIBRE THERMIQUE DE L'ESPACE-TEMPS AU TEMPS DE PLANCK
4.1.1 Le pré-espace-temps al'échelle de Planck

L'observation de I'univers a grande échelle conduit a constater localement des anisotropies thermiques telles que,
d'unerégion al'autre, la température ne peut étre considérée comme étant a I'équilibre [134]. En revanche, I'une des
caractéristiques du modéle cosmologique FRW est qu'a petite échelle -i.e. au voisinage del'échelle de Planck - la
densité d'énergie atteint une valeur critique, de I'ordre de 101° Gev [134]. Il est donc naturel de conjecturer, au
voisinage del'échelle dePlanck, une situation d'équilibre thermique pour le pré-espace-temps.

Conjecture 4.1.2 A I'échelledePlanck, le pré-espace-temps est en état d'équilibre thermique.
Arguments Soit T |latempérature du gaz de (super)gravitons (gravitons supersymétriques en supergravité N = 2) a

|'échelle de Planck Apane- Il st admis qu'au voisinage de hpaa » 12 densité d'énergie totale, dominée par les
(supen)gravitons, prend la forme usuelle donnée par |le modélestandard [134] :

T4
p(T) =g* (M= @)

ou g*(T) représente le nombre effectif de degrés de liberté du systéme pré-espace-temps Eq. Le nombre-densité Ng
correspondant a chaque degré deliberté d'un graviton, tel quedéfini par S. Weinberg[509] est de laforme:

(4.2

T étant la fonction zetade Riemann, avec pour valeur approchée € (3) = 1, 2. La séparation moyenne d au sein du
gaz degravitons peut alors étre donnée par :
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hcC
keT

Il aété établi par P.Coles et F. Lucchin[134] que d coincide avecla"longueur d'onde thermique" du gaz gravitons
/ gravitons, analoguealeur rayon deCompton. A lalimite detemperature asymptotique T — T, la section-droite

hcC
de toute particule sécrit 04 = uz(—) , de sorte que, étant donnée la valeur de o = 1/50, le temps

\kaT

dinteraction tyy, peut étreestimé a:

1 1
d 2-"‘[g* (T)nG]3 zn% ==

1 h
T == ==
1 hoge g* (MeksT

(4.3)

a o
Ce temps doit étre comparéavecle taux d'expansion v, = —, (& désignant la dérivée de a). Compte tenu de
a

lavaleur dety, I'on en déduit e rapport entre temps decollision et facteur d'échelle:

Lea 1 l <1

woogr(Mia® T

cerésultat suggere I'nypothese - genéralement admise- d'équilibre thermique au voisinage de Ty,. [l

A partir deI'hypothese d'équilibre thermique a Ap, nous suggérons que |'espace-temps peut étre considéré comme
soumis ala condition KMS sur cette limite.

4.2 EQUILIBRE D'UN SYSTEME ET ETAT KMS

Rappelons, du point devue delathéorie KMS, la définition d'un éat d'équilibre d'un systeme.

Définition 4.2.1 H étant I'opérateur autoadjoint et £71'espace deHilbert d'unsystéme fini, les états d'équilibre
Tro(e™A)

— 7 et satisfont la condition KMS.
Tre(e ™)

 du systéme sont décrits par la condition deGibbs w( A) =

Rappelons également la relation entre état d'équilibre d'un systéme et condition KMS.

Théoréme 4.2.2 (HHW) : Un é&at wsur laC * - algébre A et les automorphismes du groupe fortement
continu aun paramétre «t+ d'automorphismesdeA alatempérature 3= 1/ k T vérifient la condition KMS s,
pour tout couple A, B dela* - sous-algébresdeA, « t invarianteet de norme dense, il existe une fonction f (t
o holomorphedanslabande{tc=t+iR& ', Imtc &[0, B] Helleque:

B fO=wA(atB)),
(i) fE+iBR)= e (ot (B)A), vte &

En outre, un état w sur laC * - algébre A est dit séparateur si la représentation obtenue donnelieu a une algébre de
Von Neumann W* munie d'un vecteur cycligqueet séparateur. Les ensembles

Il ={AEA 0w (A" A) =0}

et
lr={A€EA:w(AA”") =0}
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forment respectivement un idéal gauche et droitdans A. Pour un état KMSnousavons || =1 .

Nous suggérons a présent |'application de(4.2.2) au pré-espace-temps Eq al'échelle dePlanck.

4.3 - ESPACE-TEMPSKMS ET FLOT MODULAIRE HOLOMORPHE
A L'ECHELLE DE PLANCK

4.3.1 Espace-temps KM S a I'échelle de Planck

Nous considérons al' échelledePlanck I'existence du flot modulaire généralisé, non trivial
A (A) =e''""A e7't"

avec t étendu dans I'ensemble du plan complexe. Conformément aux propriétés de la supergravité N = 2,

L'hamiltonien H est ici décrit par D2 (carré de I'opérateur de Dirac). L'état d'équilibre de I'espace-temps a I'échelle
quantique suggérealors I'existence dedeux flots temporels distincts, mais quantiquement superposes a |'échelle de
Planck 0 < Ay < Ay : (i) le flot physique Lorentzien et (i) le flot topologique Euclidien, dependant I'un et 'autre
desautomorphismes delaméme algébreA - méme s les automorphismes de semi-groupe ay+) = e®™ A e™ ne
sont plus définissur A entieremais sur un idéal {¥} del'algébreA . A cesdeux flots, quenous interprétons comme
deux états différents d'une méme condition KMS reliés par un 2-cocycle (ou cocycle a deux variables) de Radon-

Nikodym [144] unique -au sens que nous donnons en 4.4.5, nous associons deux pdles d'une méme théorie
hypersymeétrique, reliés par une symétrie dedualité (I-dualité) ala Montonen et Olive [406]. D'ou :

Proposition 4.3.2 Un état normal fidéle «» dela métrique sur une W * - algébre 11 définit demaniére unique un
groupe d'automorphismes modulaire a un paramétre o (A) et satisfait la condition KMS associée & ce groupe
d'automorphismes . Le groupe o4 (A) est un sous-groupe a un parametre réel t du groupe étendu . (A) a temps
complexe T contrdlant les symétries detrandations dans le tempsréel et les transformations de jauge (i.e. d'échelle)
dansle tempsimaginaire.

Démonstration. Soit lareprésentation G.N.S. (it, £, W) déterminée par . st(ll ) est une W . algébre dansla

mesure ol w est normal et fidéle, ce qui implique quest est également fidéle. (1) = =()" et x(lI) est isomorphe
all . west séparateur. Soit le groupe d'automorphismes modulaire a un paramétre oy A et soit B € a(A) un

élément analytique si f, = o, (B) B est une fonction & valeur analytique, pour tout We$). 11 est I'ensemble des
ééments analytiques. Soit A€ I et BE 1l et soit

A=e" = uU=¢e'"'".

H° est un opérateur auto-adjoint représentant 1" hamiltonien modulaire”, dont le spectre sétend de 0 & + co. Nous
appelons W € § son vecteur propre, devaleur propre0, et J la conjugaison modulaire. a(A) prend alors la forme,

pourAcll eeBe U :

w (4 A)B) = {WAU * (t)BIw) = <JAy2A‘P}J * (1) A% B 11!)

AN N Yoswg\ _ /)« Yax wln % as

~{ ZALPIJU (In*Brw) - (U* ()I2%B 1P|A Aw)

_ (‘PIBA%U(t)AyZAlP> = (WBe ™" M AW = (W|Be, AW (4.4)

ce qui nous conduit aux relations équivalentes :
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(WA Bw) = ([BAY)
w (qAB)=w (Boy,_A) (4.5)

S a.= o (-B1)» commell est fortement dense dans 11, I'équ. (4.5) vérifie la condition KMS pour chaque valeur
del3. Les automorphismes o (A) sécrivent :

(XT(A) :eIHBtA e'IHBt

La présence du second paramétre dans le groupe d'automorphismes o, peut étre interprétée soit comme une

paramétrisation det par un facteur réel B soit comme un paramétre delongueur B = i t. Or, I'analyticité deB € 11
nous conduit defagon naturelle & adopter la deuxiéme interprétation, d'ou :

Un état d'équilibre ala température R -1 peut étre caractérisé comme un état fidele sur I'algebre des observables 27
dont le groupe ¢ d'automorphismes modulaires est le groupe de translation temporelle, T éant un paramétre relié

au temps réel t par t = Bz. Le groupe d'automorphisme modulaire de cet état fidéle est un sous-groupe a un
paramétre dessymétries comprenant les tranglations dans le temps réel et les transformations dejauge dans le temps
imaginaire.

Comme vu en 4.1.2, |'espace-tempsa |'échelle dePlanck peut étre considéré comme un systéme a I'équilibre et, par
conséquent, peut également étre vu comme soumis ala condition KMS présentée ci-dessus. [

4.3.3 Flot modulaire holomor phe a I'échelle de Planck

Il résulte de4.3.2 quedansles limites delabande KMS 0 <t <t gz » l€flot modulaire holomorphe associé aux
automorphismes étendus o, (A) engendre un flot temporel quenous considérons comme holomorphet =t + iR €
C. En effet, lathéorie modulaire induit I'existence del'opérateur linéaire S tel que:

SX|¥=x"|¥) ; v xell
Le groupe modulaire o, apartir deS est :

salh,y=A" |hyy =[A* hy) . v aAenu

-y
et commeh g =@ Y2 = Zyze % :

- RH -RH
sAe 2=aA"e %4

L'on aaorspour ot (A):

ac(A) [ngy =A™ |ng) =A-ita A it|hg) = A-ita|hy)

d'ol nous tirons :

a.(A) |he) =87 A e "t hy) (4.6)

L'on en déduit larelation entre o et le groupe d'évolution temporelley ¢ © a=vy ¢, desortequet — RBt. B
admet deux interprétations possibles :

1
(i) soit comme paramétre detemps réel [3 = —— | auquel cas

kT
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retriction
—_fefiction .
Oy complexe Ot reel

et o (A) = e A e "M qoit atre interprété comme une évolution en temps réel paramétrée par |'unité de
temps R. Le groupe o, (A) est associé au groupe modulaireréel Alt A ATt

(ii) soit comme paramétre de"distance Euclidienne” R =i t concernant la coordonnée (n+1) du n-systéme. Dans ce
cas:

o restriction

v complexe .

T imaginaire pur

et nous considérons que o, continue d'exister en tant quegroupe d'automorphisme, sous la forme nouvelle :
— RH BH
o imA= € Ae

Nous proposons en 4.4.1 de considérer le groupe dautomorphismes ok jmaginare pur COMME groupe
d'automorphismesa un paramétre non plus, comme pour (4.6), del'algébre A entieremais del'idéal (F)A deA. Le

flot modulaire correspondant prend dorslaforme AB A AR Le flot temporel associé au flot modulaire [147] peut
étre alors regardé comme imaginaire pur dansle secteur singulier du céne de lumiére, comme nous le suggérons au
chapitre 8.

Nous considérons maintenant la partie Euclidienne du flot modulaire.

4.4 FLOT MODULAIRE EUCLIDIEN ET TEMPSIMAGINAIRE

Nous interprétons owim) A engendrant le flot modulaire Euclidien comme une évolution en temps imaginaire, i.e.

au sens dela géométrie spectrale, comme un accroissement des distances Lipshitziennes entre les différents états du
systéme en signature Euclidienne. Soit Mg un facteur de type | (correspondant a I'échelle 3 > Lpjanck Ssemi-

classique commutative sur le cone de lumiére) et soit le facteur Mg, detype Il correspondant & I'échelle B = 0,
échellesinguliére sur le conedelumiére (cf. shéma 1.0). Mg est un ITPFI (produit tensoriel infini ®" d'agebres
dematrices) dAraki et Woodsdu type Rq 3 [31]. Considérant une matrice positive p, tout état normal et fidéle ¢ sur
Mo, peut sécrire ¢(x) = Tr(px). Araki et Woods ont alors montré [31], & partir dela liste des valeurs propres de
@vs(Ay j)j,..n,  Quil est possible decalculer linvariant suivant :

p(Mp1) = {A €]01; M® R, isomorphea RA}
R, [étant un facteur de Powers. Considérant le facteur hyperfini |1, correspondant & I'échelle singuliére de notre
modéle, échellea laquelle aucunemesure sur les métriques singulieres ne peut étre considérée comme finie (i.e. la

trace du systéme est semi-finie et notée Tr, ) nous proposons alors de construire le groupe modulaire Euclidien
résultant du prolongement analytique du groupe modulaire L orentzien.

Proposition 4.4.1 A ladynamique A entemps réel t, donnée pour dessystémes quantiquesfinis par le groupe
aun paramétre des * - automor phismes del'algébre stellaire classique desobservables M

M 0 (M) =e M, e
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correspond une dynamique A; en temps imaginaire, ou évolution Euclidienne, donnée par le semi-groupe a un
paramétre desautomorphismes del'idéal (Mg del'algebre Mgy

HBM - HB'

MO,lHUB(MO,l) =€ o1 €

0t (M.) et 0 (Mg, )éantreliéspar une symétrie de i- dualité.

. . HR - HR e .
Note: Les automorphismes Mg, > 0z(Mg,) =€ "My e ne sont pas définis sur tout Mg mais sur
un idéal deMg 1, quenous écrivons (F)Mg;, domaine partout dense. L'espace de Hilbert est donné par Mg ; et il
existe alors un automorphisme a un parameétre del'idéal deMg ;. Celui-ci représente I'idéal des éléments de |'algebre
ou latraceaune valeur finie. Le poids ¢ associé a tout élément de Mg est alors une forme linéaire sur I'idéal de
I'algébre (F)Mo4. Pour tout X € (F)Moy, le poidsg associéa x alaforme z—> Tr(X. z X ). Par ailleurs,
nous utilisons ici le poids dominant ¢ d'un facteur de type Ill) , que nous appelons Mg -lequel est également

hyperfini et intervient dansle secteur desuperposition delathéorie (0 < échelle<| pianck). Mq est, comme Mg 1,
un ITPFI, delaforme

Mg=Mo,1 > Z,

avec Mg 1 isomorphe au facteur dAraki-Woods [31] Rp 1 € 8 € Aut(Rg,1) satisfaisant mod(8) = A. Comme
démontré par A. Connes [149], il existe donc(modulo les isomorphismes) seulement un et un seul facteur detype
Il ITPFI hyperfini, qui est un facteur de Powers R; [149]. Par conséquent, le facteur detype |1 associé a I'échelle O
delathéorie (i.e. I''TPFI Mg 1) apparait sous une forme et descriptionexplicite - et méme canonique -. De ce point
devue, il est intéressant d'observer quel'échelle singuliere du systéme (échelle 0 d'espace-temps) ne peut étre décrite
quepar un facteur hyperfini Mg 1 type ITPFI, lequel est unique. Notre choix deMg 1 = Ro,1, facteur detype Il ,
pour décrirela singularité initidle S, nous a été dictépar deux raisons :

(i) al'échellesinguliere B = 0, le systéme pré-espace-temps, comme montré aux chaps 6, 7 et 8, correspond a une
configuration Euclidienne du type instanton gravitationnel singulier (de taille O lorsque 3 = 0). Selon ce point de
vue, toutes les mesures (au sens de la théorie de la mesure) effectuées sur les familles de métriques euclidiennes
caractérisant le systeéme sont p - équivaentes jusqu'a l'infini et le systéme est, par construction, ergodique. Or,
comme montré par A. Connes dans[149], tout flot ergodique pour une mesure invariante dans la classe des mesures
de L ebesgue donnele méme facteur hyperfini detype 1, . Ce résultat de Connes suggére fortement dansnotre cas le

choix d'un facteur detype |1, pour décrire'échellesinguliére.

(i) d'autre part, I'on admet généralement en théorie quantique que la mesure, au sens de Lebesgue, n'est plus définie
dans le domaine quantique. Il en résulte qu'a I'échelle quantique, il n'existe plus aucune mesure invariante
"equivalente” a la mesure Riemannienne sur la metrique gy, de sorte que le "bon facteur” correspondant aux

contraintes de fluctuations de la métrique quantique nous semble devoir étre un facteur de type Il - et, plus
particuliérement, un facteur detype Il1; . Dans ce cas, la notion detracedoit obligatoirement étre remplacée par celle

depoids del'algébre sous-jacente(ce qui nous introduit demanierenaturelleala notion deflot des poids de I'agébre
A). Nous considérons au chap. 8 que le seul objet pertinent pour décrire une possible "évolution” a I'échelle
quantique est le flot despoids del'algebredetype 111, caractérisant le systéme pré-espace-temps a cette échelle. Or,

si nous considérons le facteur Mg detype I11), associé a I'échelle quantique du systeme pré-espace-temps, d'apres les
résultats d'A. Connes [149], il existe alors |la décomposition suivante :

etici, lefacteur Mg 1 est obligatoirement un facteur detype Il , -

Pour finir, notons que l'invariant sous-jacent (i.e. le poids dominant) peut également étre relié a l'invariant de
singularité (isomorphe, comme nous le montrons en 7.2.4 et 7.2.5 au premier invariant de Donaldson).
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Démonstration Soit le systéme fini espace-temps classique E; a I'échelle classique B > L pignck 2 la
température T. Toute mesure sur la métrique Lorentzienne dans E; éant finie et la géométrie de E. étant

commutative, nous proposons donc, demaniére naturelle, de décrire les mesures sur la métrique de E¢ par la c’ -
algebre"classique’ M, facteur detype |. Soit a présent |'état del'algébre M associéea E et donnépar

_Tr(e *'My)

W(Mc) = Tr(e BH) (4.8)

ou H est le générateur du groupe a un parameétre d'évolution du systeme :
M. €U(B) > oy (M) =€ M, e ™Meu(b)

(i) Soit a présent I'espace-temps Eqg correspondant a I'échelle singuliere 3 = 0 (singularité initiale) associée a

I'extrémité 3 dela bande KMS. Les mesures dans Eg ne sont plus finies. 3 est réel et défini pour 3 = 0. Nous

Tr(e” M)
Tr(e )

"pseudo-état” ou "état euclidien”, qui se déduit demaniérenaturelle de (4.8) par perte deses propriétéstracialeset qui
peut alors ére donnépar :

proposons alors deremplacer la notion usuelle d'état, donné par w( MC) = par la notion duale de

Tr.(e *'Mg,)
Tr, (e ™)

w(Mo,l) =

d'ou nous pouvons tirer, toujours demaniérenaturelle:
or(Mo,1) = e *" Mg 1 e®"

Considérant toutes les valeurs positives def3, nous posons alors que op(Mg,1) peut étre interprété comme le "flot
desétats euclidiens’ sur Mg 1 et correspond al'évolution du systeme en temps imaginaire pur. En effet, partant de
la donnée de I'algébre Mg 1, il existe un semi-groupe d'automorphismes de Mg, 1, défini non pas sur tout Mg 1
mais sur l'idéal (3)Mo; deMgp 1. Un tel groupe dautomorphismes “Euclidiens" résulte du prolongement
analytiquet — it et décrit I'évolution des pseudo-observables du systéme en temps imaginaire :

opMo1) = e % Mgq e < A® Mg, A" (4.9)
En effet, (4.9) correspond au prolongement analytique du groupe modulaire
oMy =M, e ™ < At M, A" (4.10)

et, deméme quele groupe modulaire usuel décrit, comme montré par Connes et Rovelli [147), le flot d'évolution
temporelle, nous suggérons quele groupe modulaire "euclidien” donné par (4.9) décrit le flot d'évolution en temps
imaginaire pur associéal'échellesinguliere B = 0 du systeme.

(ii) 1l existe naturellement une généralisation de la situation décrite ci-dessus et associée aux facteurs detype I,

correspondant & I'échelle singuliere B = 0 du modéle. Considérons a présent |'échelle quantique dans le cone de
lumiére, correspondant al'échelle 0 < échelle< | pignck, échellealaguelleles mesures sur la métrique quantique ne

sont plus invariantes. Désignant par Mq1'algebre sous-jacentea |'échelle quantique, comme observé dansla note de
(4.4.1), Mq est donc nécessairement un fecteur de type |11 et, plus particulierement, de type Ill; (par élimination
évidente desfacteurs de type I1lp et 1111 impropres). Défini par son poids dominant o, le facteur M est hyperfini et
intervient dansle secteur desuperposition delathéorie (0 < échelle< | pianck). Comme Mg 1, le facteur Mg est
un ITPFI, delaforme Mg=Mgq,1 =<y Z, avecMg,1 detype Iloc isomorphe aRp,1 €t 6 € Aut(Rp,1) satisfaisant
mod (8) = A. Alors, o(Mp,1) représente bien le flot de tous les poids possibles sur Mg A partir de la
comparaison entrele groupe T, (MC) desautomorphismes deMc
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Mg 1 (M) =e' Mg e (4.11)

(H étant donné, en supergravitéN = 2, par D2 (D opérateur deDirac)) et
HR ~HR
Mo 0g(Mg;) = "My, e (4.12)

nous voyons queq peut, demaniére naturelle, compte tenu dela définion du flot despoids de Connes-Takesaki dans
[140Q], éreinterprété comme le "flot despoids’ del'algébre Mq.

Par ailleurs, nous considérons le groupe modulaire euclidien, trouvé a partir de:

og(Mo,1) = e " Mg1 e®"

et correspondant aux automorphismes de semi-groupe de I'idéal du facteur Mg 1 . A. Connes a établi [146] quele
flot despoids W(M) d'unealgebreest larestriction del'action du groupe des automorphismes a un paramétre 6; au

centreZ = Z(N). Nous suggérons aors que |I'évolution des "pseudo-observables' (i.e. métriques euclidiennes en
temps imaginaire) représente le "flot despoids’ du facteur sous-jacent. Ce flot Euclidien est partout dilatant pour la
norme et est isomorphe ak, élément multiplicateur dupoids¢ — k ¢. L'évolution en temps réel des observables,
décrite par (4.11), est prolongée en (4.12) par une “ pseudo-évolution” des états en temps imaginaire, duale de
I'évolution des observables et correspondant au flot des poids sur I'algébre. Le groupe unitaire a un paramétre en

temps réel associéa (4.10), U(t) = A' t donnelieu au groupe modulaire de I'état « sur A associé a la dynamique
temporelle

o (Mg) =A" M, A (4.13)

Connes a montré [149] que la dynamique canonique &, non commutative et décrite par (5.26) est intrinségue et
permet dedéfinir I'invariant deM [149] tel que 6 : R[— Out M =Aut M / Int M. Cet invariant de M représente
un flot ergodique {W (M), W, } ol W , est un groupe aun parametre de transformations - i.e. un flot - qui admet

une description en termes de classes de poids et dont le paramétre naturel est I +*, groupe dua de . Nous
retrouvons avec I'action multiplicative de R+* le flot despoidsdeM, dontla forme est discutée au chap. 8. Alors
u@) = A t —H{t) = A 8 et le groupe modulaire est prolongé anaytiquement par le groupe modulaire
Euclidien correspondant a 'évolution en temps imaginaire du systéme :

op(Mgy) =A" Mg A" (4.14)

de sorte qu'a la dynamique physique, engendrée en temps réel par la donnée de l'algébre M, correspond en temps
imaginaire une “ dynamique spectrale” (ou Euclidienne) engendrée par le flot des poids de M et décrivant la
dilatation del'espace des états du systéme - i.e. dilatation dela distance d'état entre métriques Riemanniennes -. []

Mettons a présent en évidence la propriété dilatante du flot modulaire Euclidien.

Conjecture 4.4.2 Le flot modulaire oy ou flot modulaire Euclidien correspondant au parametre de temps

imaginaire 3 = i t est detype toujours dilatant pour la norme de I'espace vectoriel décrivant les pseudo-observables
et peut étreinterprété comme la dilatation desdistances Lipshitziennes séparant les états

Note : L'on peut "tester" I'argument de dilatation de I'espace des pseudo-observables’ pour My(T). Un état de
MN(C) sécrit :

A— <A(x); a> olue cN

Alors, on peut écrire pour un "pseudo-état” :
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< AeBH((x) ; e By >

desorte quel'accroissement def3 est ici équivalent a un accroissement dans I'espace des "pseudo-états' de la théorie
(pour MN(C).Dans la suite, nous nous plagons dansdes cas généraux ol nous désignonspar A des algebres de type

lleo €t 111y, générales.

Arguments Soit ¢ I'état d'éguilibre d'un systéme et o4 (A) le flot modulaire a temps réel correspondant de la
forme:

a(A)=e" A e ! teR (4.15)
Appliquons sur (4.15) une rotation deWick t — i t . L'automorphisme modulaire o (A) devient:
o tim (A) — og(A) =€ "7 A e " avecR=-it (4.16)

Leflot modulaire "Lorentzien" engendré par o (A) dans (4.15) est aors prolongé analytiquement par un nouveau
flot modulaire: le "flot Euclidien" oz (A) entemps imaginaire pur, delaforme (4.16). Observons que o (A) :

(i) est toujours un automorphisme de A, non défini danstout A mais dansl'idéal deA; aulieu deformer un groupe,
o (A) aune structure de semi-groupe, non inversible dansla mesure ou il existe une borne & I'origine du systéme

pourt = 0.

(ii) l'opérateur H est borné et autoadjoint, a la différence de A qui cesse d'ére stellaire; I'automorphisme o (A)
n'est plus unitaire et ne préserve plus les normes del'opérateur et del'espace vectoriel V(X) des pseudo-observables.

En raison de(ii), le flot modulaire associé est toujours dilatant pour la norme del'espacevectoriel V(x), et la norme
del'opérateur est toujours dilatée par les automorphismes donnés par oz (A) . Soit B (§) I'ensemble de tous les

opérateurs linéaires bornés agissant dans|'espacede Hilbert £. La topologie de*B(%) est donnée par la norme des
opérateurs. Ainsi A — B(%) est borné implique |All ESJEB Al . ||'~IJ|_l < oo, ol | | désigne la norme des
Ry

vecteursdans§) et |A|| la norme del'opérateur A. Les conditions denorme sur W* montrent que B (D) est
un espace linéairenormé tel que:

IA+ B =|Al+]8]

|AB] <[|AlllIBI
|A* Al <||Af
Ces conditions de norme sur I'algébre - notamment pour les types Ill - sont en fait des conditions de norme
matricielle, detype subordonnée pour |'opérateur A : Sup"A;UII , de sorte quela norme de A , subordonnée au

Ml

sup. dela norme de U, est le sup detous les vecteurs de norme 1. L'espace vectoriel des états du systéme étant
identifié a I'espace des matrices de I'algébre de Von Neumann munie des conditions de sup. sur la norme, il en
résulte quela conjugaison del'opérateur A par le semi groupe € implique une dilatation dela norme deA. Lorsque
I'opérateur est appliquéa un vecteur proprede £, |'action correspondante est une dilatation (de valeur €) detous les
vecteurspropres de ). Nous appelons "flot modulaire dilatant” une telle action.

En effet, soit H I'hamiltonien du systéme positif et dont le spectreest borné et soit V; le vecteur propredeH dont la
valeur propremaximale (lorsqu'elle existe) est A;. Le vecteur propre correspondant sécrit V, = A; V; . Appliquons la
conjugaison par €% al'opérateur A, :

A—e A e®™o A,

Appliquons A  (qui décrit le flot modulaire) atous les vecteursV denorme 1:
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e ™A e . v=eetv-v (4.17)
Si nous prenons a présent le sup. dela norme desvecteursV', nous obtenons la norme del'opérateur Ag:
suplv =[]

Regardons |'action deA sur V; . Nous obtenons

AV,) = a;,V,
soit A(V,) = Ea” V. Appliquons maintenant A gaV; :
]

Agvy=e "A etV =etettAy,
Donc A agit directement sur V; :
BA; -RH _ BA; —RH
AB(Vi):Ee € a; Vj —Ee a; € Vj
] ]
PR - B, .
comme V; est vecteur propredeH, 1'on peut remplacer e BH appliquéaV;j par € JVj,d'ou pour A ¢ (V) :
RA, ~RB A,
Ag(vi):ze a, € "V,
J

soit, demaniére équivalente mais plus explicite:

> a e "y, (4.18)
]

comme A représente la valeur propre maximale associée au vecteur propre Vi, tous les A - A jsont toujours positifs
(saufsi A j=h ). Donce® *1-*) est toujours positif et diverge quand B est grand. Ainsi :

vl = et et 19
J

La norme de |'opérateur étant subordonnée au sup de la norme de I'espace vectoriel sous-jacent a I'espace des
"pseudo-observables’, nous tirons de la construction ci-dessus que tous les coefficients croissent avec 3. Le flot
modulaire associé aux automorphismes de semi-groupe est doncun flot Euclidientoujours dilatant. [

Remarquons quele semi-groupee® agit sur la norme desopérateurs représentant les métriques, ce qui conduit & un

accroissement de la "distance" entre chague opérateur. Une telle distance ne sexprime pas en géométrie
Riemannienne ordinaire mais en géométrie spectrale :

Définition 4.4.3 Ladistance spectrale d (¢, y) mesure la distance entre les états ¢, 1 sur A.d (¢, v) et
telle que:

dww)=sp {lp(@ - ¥@|; a€ @, |[[Da]l=<1,¢() =1}
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L'outil spectral nous permet a présent deformuler notre hypothése principale sur la “ dynamique spectrale” du pré-
espace-temps, |la distance spectrale entre les états (dualement entre les observables) étant croissante dansle temps
imaginaire :

Conjecture 4.4.4 Le flot modulaire Euclidien représentant I'évolution d'un systéme en temps imaginaire
correspond a un accroissement dela distance spectrale séparant les états du systeme.

Elts de démonstration (i). Soit M une variété Riemannienne ordinaire, O |'espace des observables, [D un
opérateur deDiracet [) * le d$ Riemannien sur M .[D aun spectrediscret donné par les valeurs propres rE R

Ladistance Riemannienneentrex , y € M est don?ée par :
d(x,y)=InfLongueurL ot Longueur L g =f|| g | dt
0

A I'échelle dePlanck, nous proposons deremplacer la distance "géométrique” entre les points x et y par la distance
"algébrique’ entreles états ¢ ety delamétrique sur I'algébre A. Une mesure ¢ est une forme linéaire sur A telle
quep () =1

p:A—=C , ¢@ a=0, YaEaZ , ¢g@)=1

Il en résulte une distance spectrale entre les états ¢ et 1 de la métrique, duale de d (x , y) et en général non
commutative, dont la structure est fournie par le "triplet spectral” :

A, 9 D)

donné par I'algébre o opérateur involutive A dans$ et I’opérateur de Dirac D autoadjoint tel que la résolvante
(D -2t & It de D est compact et le commutateur [D , a] = D a- a D est borné Ya € A. La dimension de
(A , ©, D) est gouvernée par la croissance des valeurs propres de - A partir de[149], la distance spectrale
entreles états dela métrique est telle que:

d@w)=sp {lp(@ - P@|; a€ @, |[[Da]l=1,¢() =1} (4.20)

Indiquons que (4.20) permet de retrouver la distance géodésique en régime Riemannien. Soit la variété
Riemannienne compacte O munie d'une K-orientation (structure spinorielle) et soit f I'opérateur du produit de

Clifford par le gradient Vf de f . Letriplet (A , ©, D) est décrit par

FOX=fEX , VX €0, fE A, e€H.

qui fournit la représentation del'algebre de fonctions sur O dans I'espace de Hilbert des sections de carré intégrable
dufibrédesspineurs § =L2 (O, S). Lanorme Hilbertiennede f est alors donnée par la norme Lipschitzienne :

1D, 1 11=Supl s |

Considéronsx , y € M et g, les états correspondants: ¢(f) =f(X) , P(f) = f(y).L'on observe que (4.20) redonne
la distance Riemannienne ordinaire Vf € A.

(ii) Soient a présent ¢, y deux états du systéme pré-espace-temps décrits en (4.4.5). Nous avons proposé en

(4.4.1)(4.4.2) I'existence d'un automorphisme modulaire o (A) en temps imaginaire - ou flot modulaire Euclidien-
delaforme:
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(A )= uimA)=€e""A e"" avecR=-it a tecC. (4.22)

D'apres (4.4..2), le flot Euclidien donné par (4.21) est partout dilatant. Comme la distance spectrale donnée par
(4.20) est delaforme

de,w)=sup{| -y |}

conformément au résultat  (4.4.2), I'application de I'automorphisme sur le sup de la norme des Vj accroit

nécessairement a distance spectrale décrite par (5.26) entre deux états ¢ , ¢ de A . La distance d'état d (g, ) est
donc nécessairement croissante dans la direction du temps imaginaire 7, < T , . En conséquence, la “ dynamique
Euclidienne” al'échelle 8 < & planck prend donc la forme d'un accroissement de la distance d'état (ou distance
spectrale) d . séparant deux états ¢, v . [

Nous regardons a présent une autre approche dela relation entreles secteursLorentzienet Riemannien de la théorie.
Nous suggérons quela théorie modulaire, fondée sur I'existence du 1- cocycle de Radon-Nykodym reliant les états

d'un systeme, peut étre étendue aun cocycle a deux variablesreliant les deux signatures génériques ot eto.

@
Tt im

Proposition 4.4.5 Soient deux états ¢ €07 (X) ,» Ec¥ , (X)sur W, il existe un cocycle & deux

variables canonique

T—=Uu u =u, 0 u, V1,1, €C

T, T1+ T2

avaleur dansle groupeunitaire deW pour T, et , réelset dansle semi-groupedeW pour z et 7, imaginaires
purs, tel que:

o X)=u o (XU « VieC VxEW.

Note le 2-cocycle ci-dessus dépend dedeux variableset correspond ici al'extension def3 dansla bande holomorphe.
A la différence du 1-cocycle habituel -qui est associé au temps réel t du systéme- le 2-cocycle évoqué ci-dessous
généralise le paramétre d'évolution et peut étre également associé au temps imaginaire du systéme.

Démonstration Soient la variable complexet =t + i 3 et I'dlgébre d'observables A & W. L'éguation du 1-
cocycle reel contient deux variablesadditivest, et t,& It . Le cocycle de(4.4.5) contient deux variables complexes

T € 7, . L'extensont — v implique donc la transition d'un 1-cocycle a une variablet a un cocycle a deux
variablest,, et ;. Les automorphismes holomorphes prennent alors la forme:

o J/(A)t =glt-BIH p g (it-B)H (4.22)

Le cocycle (4.22) dépend doncde deux variables, étant un 2-cocycle ramifié (i) versun 1 - cocycle unitaire et (ii)
versun 1- cocycle non unitaire.

(i) Pour T 1 et T, reels, I'état ¢ est réel et les automorphismes uf (x) obéissent ala structure degroupe:

o’(x)=e""x e’ " (4.23)

En posant A = ', I'on retrouveles automorphismes “Lorentziens’ &temps réel g? (x)" =e ey e M it

sous intégration :
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th.

0t (0" =0, (0+ DI [y [, . [ [0, (@ )[.L0, @ )0,

nz=
aveclarelation decocycle mise en évidence par O. Bratelli et D. Robinson [105] :
o) =I7 o,

o’ &€ 1 éant unefamille d'unitairesa un paramétre telle que:

th.

1 t1 n-1
' 1 +21i“{dtl {dt2 ...{dtnom(cb) o T (D)

—
<
1

the

1 t1 n-1
1 +r21i”{dtl {dt2 ...{dtna"’u(@) e 0% tn(D) (4.24)

qui satisfait larelation decocycle T' [/, . =T [ o, T %

t+s s"

(ii) Pour 7 4 et T 5, imaginaires purs, I'équ. (4.23) est avaleur dansles automorphismes desemi-groupe:
o?(X)=A'XA , V1, €EC VXEW
d'ou nous tirons, avec t =i R:

7] -B(H+y) RH
r ', =e e (4.25)
qui représente |'extension analytique du cocycle I'* reliant o €t o aupoint i B. Cette identification résulte de
lacyclicité delatrace. Nous avons doncle 1 - cocyle“euclidien” :

Sn-1

[ S;
Tl =14+ > [ds, fds, ... [dso (¥).. o () (4.26)
nz1 0 0 0

I'état 1 prenantlaforme:

@ ((Cg,2)* X (Tk),))
w ((r:é/z) * (Ezlz))
donnant un état KMS “euclidien”. La limite imaginaire pure correspond au bord imaginaire pur dela bande KMS

(ret =0) et au flot euclidien dilatant |I'espace des*“ pseudo-observables’, dual del'espace desobservables et que nous
appelons "espace desétats'. Le 2-cocycle holomorphe

w’(X) = (4.27)

o (X)=u o "(X)U « VieC VxeEW

relie doncles deux 1-cocyclesde(i) et (ii) et, par consequent, les deux familles d'états correspondantes ¢ et 1, avec
I'état o (réel) € [ et I'état 1 (imaginairepur) & C. [

L'existencedun état induit donc celle d'un flot modulaire, flot dont A. Connes a montré, a partir du théoréme de
Radon-Nikodym, qu'il sagit d'une propriétéintrinséquedel'algébre, modulo les automorphismes intérieursint M de
cette algebre. Un nouveau probléme consiste maintenant a voir dans quelle mesure 'automorphisme og(X) est
indépendant del'état ¢, ou detout autre état. C' est précisément le cas pour les automorphismes liés aux facteurs de
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type I1, ceux-laméme qui interviennent danstout éat KMS. A partir d'un facteur detype Ill, si I'on remplace le
poids ¢ sur M par un poidsap, on ne modifiele groupe a un paramétre o t (X) que par un automor phisme intérieur

deM. Rappelons qu'un automorphisme cyygieyr €St dit intérieur Sil existe un élément unitaire U dansM tel que:
A intérieur = U*XA U

Autrement dit, il existe un homomorphisme canonique Out(M) del'algébre, indépendant du choix du poids - i.e. de
I'état - ¢, exprimé comme quotient des automorphismes Aut(M) de M par le sous-groupe normal Int(M) des

automorphismes intérieursa(X) =u X u° ¥V X € M :
0: R —=OuM=AutM/IntM (4.28)

Ce remarquable résultat obtenu par A. Connes est a l'origine de sa classification des facteurs detype 111 , algéebres
dont le centreZ(M) est réduita C et pour lesquellesd = 1. Or, commeil résulte de (4.28) quel'agebre sous-jacente
ala théorie possede une dynamique intrinséque, 'interprétation profonde (mais naturelle) que proposent A. Connes
et C. Rovelli [147] est didentifer le flot modulaire au flot temporel physique dans un contexte généralement
covariant. C'est ainsi la structure algébrique intrinséque de I'algébre de Von Neumann décrivant les observables qui
implique I'existence et le comportement du flot temporel physique. Notre approche est identique, masi cette fois
dansle casdu flot temporel imaginaire (ou "évolution Euclidienne).

4.4.6 - Evolution Euclidienne et flot des poids

Lefait queles automorphismes de |'algébre des "pseudo-observables' cessent d'étre stellaires pour t imaginaire pur
(correspondant aux automorphismes de semi-groupe) implique la disparition de la notion d'évolution quantique et
oblige a certaines précautions sur le spectre de H. Mais plus profondément, en temps imaginaire pur, la notion

d'état (i.e. borné) du systéme induit par I'algébre deVVon Neumann W * nous parait devoir étre étendue vers le poids
decette méme algébre, desorte quele flot modulaire correspondant au temps réel peut étre prolongé par le "flot des
poids' - au sens fixé par A. Connes [140], F. Combes [137] et M. Takesaki [483] - del'algebre décrivant la pseudo-
évolution du systéme - i.e. dela métrique - en temps imaginaire.

4.4.7 Flot despoids

Définition 4.4.8 Le flot despoids U(M) représente la restriction au centre Z = Z(N) de I'action de (QA)A ER
N
Selon la construction de Connes-Takesaki [140], I'action multiplicative de R 4+ correspond a:

(pHe_t(p te R

et la forme de I'action ci-dessus caractérise le flot des poids par le semi groupe € ~ t, dont les automorphismes
engendrent une dilatation de I'espace des états non bornés (ou poids), que nous proposons dinterpréter comme
"évolution desétats Riemanniens' en temps imaginaire, mise en évidence dans les proposition (5.6.1) et (5.6.2).
Nous avons pris appui sur la construction d'A. Connes concernant I'existence d'une dynamique canonique o
associéea un facteur M detype I11. Si nous appelons U (M) un espace muni d'uneclassedemesureet (U, ) , <,

un groupe a un parameétre de transformations, la dynamique intrinséque 6 associée a M définit un invariant de M
qui est un flot ergodique { U(M) , U k} ou (U, ), ek, formeun flot qui a une description intrinseque en termes

declasses depoids et dont |e paramétre naturel est le groupe R 4 dua de . L'action de R 4+ est multiplicative,
dutype ¢ — A ¢ et est désignée dans[140] comme le flot des poids de M. La définition ci-dessus a pour
fondement la décomposition effectuée par A.Connes d'un facteur detype Il en un produit croisé. Soit d'abord M un
facteur detype lll, . 1l aéé montré [139] que:

(i) Il existe une algébre deVVon Neumann N detype Il oo et une contraction 8 & Aut N telle que:

M =N 3"\'\/9_27
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(ii) Soit (N;, 6,) comme dans (i) avec N; =<Jy .2 isomorphe aM ; il existe desprojections non nulles g € Z(N))
telles queles automorphismes induits ¢ N g deé; sont conjugués.

Il est intéressant de remarquer que le flot des poids associé au facteur Mg 1 detype llco al'échelle O de I'espace-
temps est un invariant de Mg 1, que nous pouvons appeler (). Or, nous alons voir au chapitre 7 que la
singularité initiale est précisément décrite par un invariant topologique, Is = tr(-1)S, quenous appelons "invariant de
singularité’, et qui est isomorphe au premier invariant de Donaldson. Nous retrouvons aors, par un tout autre
chemin, la méme descriptiondela singularité initiale sous la forme d'un invariant topologique. Ceci renforce notre
choix quant ala descriptiondu "flot d'évolution Euclidienne" en termes deflot despoids.

Nous concluons en indiquant en quel sens |'espace des poids sur M peut étre considéré comme dual de |'espace des
observables.

Proposition 4.4.9 A tout édlément dela * - algébre M est associéune classedecocycle a deux variables reliant
le flot réel au flot despoids de M . Le flot Euclidien des poids peut étre considéré comme dual du flot temporel
associéat € #.

Elts de démonstration Soit M une agébre de Von Neumann de type Ill. D'aprés [483], M admet la
décomposition suivante :

M:N><]B|R

N étant detype Il . Deux poids ¢ et ¢" sur M sont reliés par un cocycle du type dérivée de Radon-Nikodym et
I'action de [} sur M est donnée par le groupe modulaire

tandisque 0 transforme une tracet semi-finie fidele et normale sur N selon :

'coes=e's'c sER" = R

Soit a présent le produit croisé dual

N=M>< R (4.29)
deM avecle groupe modulaire d'automorphismesc® d'un poids ¢ semi-fini normal et fidéle, le produit croisé dual
(5.87) étant également semi-fini. Par dualité, en posant 6 = o Y le groupe d'automorphismes dual, et en utilisant

une construction proposée par Takesaki [482], nous obtenons :

M®L(L2(R):(M><1W|R)><]9|R (4.30)

Lorsque M est detypellll, I'on aM =M @_) L (L2([R)). Considéronsmaintenant le poids (;) sur N dual de g.
Lethéor. deTakesaki [483] sur les relations dedualité en présence defacteurs detype |11 nous permet de poser :

o {00 =0l
et (4.31)

o {(u(s)) = u(s)
avec x EM e s,t € R. Il enrésulte:

o ‘f(x) =Adu@®), t € R

-061-



Chapitre 4. Espace-Temps KMS et Double Signature

D'aprésla construction générale de Tomita - Takesaki [482] et |'application qui en arésulté en théorie des poids chez
Connes - Takesaki [140], hous pouvons &crire :
u@®=ht,t € R)

¢

desorte quele groupe dual d'automorphismes & ; sur N prend laforme:

o f(x) =Ad(h™) (4.32)

et nous obtenons attachéa N ¢ un opérateur h positif, non singulier et autoadjoint. L'on montre qu'il existe une

trace t normale, semi-finie et fidéle sur N telle que:
t()= limg (x% h(h+ (sl))'lx%), xeN, (4.33)
e—0

et comme 8, (u(s)) = d% u(s), il résulte de(5.94) qued h= eth. (ﬁ étant invariant sous 6, I'on a dors le flot des

poidsto 6 =e St Caculonsleflot dua és sur M=N><] R Ceflot est dela forme és =e'¥, je et
construit a partir d'un opérateur du type opérateur d'évolution. Le systéme covariant{N, [, 6} est tel que M
=N ><] R exto0 :e'sr. Considéronsle poids ¢ =T dua du poidst. Il résulte du th. de Takesaki que
{O’t } représente I'action duale de®. M est donc semi-fini ssi il existe un groupe unitaire & un paramétre {v (t)}
dansle centredeC,, deN tel que@s(v )= ev (1) et l'action 0 del® sur M est bien duale decelle de 6. O
représente le groupe modulaire d'automorphismes de {Gt } ou poids dual 7 det desorte que, selon [483]
{N ® L(L2Z(R)HR,0® 0} estconjuguede{M >y o R R, O(p}. Comme N est detype Il., et que
0 ® etf®p sontconjuguéspar un cocycle, 0 et @ p sont aussi conjugués par un cocycle et 8 est unique a
une conjugaison decocycle pres. [

Des deux propositions qui précedent, nous tirons que, deméme qu'il existe une dynamique canonique en temps réel
associéealadonnéed'un état m et du groupe d'automorphismes modulaire de M, 1'on peut aussi raisonablement
considérer |'existence d'une"dynamique Euclidienne" intrinségue, en temps imaginaire, liée au flot des poids de M,
et qui est la sourcedela dynamique en temps réel. Cette dynamique Euclidienne est fondée sur I'existence, a l'instant
t = 0, d'un secteur non physique de la théorie, dont le contenu purement topologique précéde et conditionne la
dynamique L orentzienne.
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ASPECTSPHYSIQUES
DE LA
SUPERPOSITION DE SIGNATURE

Nous proposons dans la suite de développer deux aspects plus directement physiques de la théorie de
superposition. En effet, les caractéristiques de la gravitation classique, telles que définies par la relativité
générale, font obstacle a tout changement possible, a I'échelle classique, de la signature Lorentzienne de la
métrique. De ce point devue, I'on remarque que les modéles de S.Hawking [266][268] ou G.F.R Ellis et al
[198], dans lesquels sont envisagées de possibles formes Euclidiennes de la métrique a I'échelle de Planck, ne
développent pas les conditions physiques de I'évolution de la signature. Ainsi, récemment dans [271], S.
Hawking et N. Turok ont proposé un modeélederaccordement de la section Lorentzienne de I'espace-temps avec
une éventuelle section Euclidienne, représentée par un instanton gravitationnel. Outre les problémes de
transition entreles deux topologies (aune échellequi n'est d'ailleurspas clairement déterminée dans le modéle),
il n'existe dans ce type dapproche aucune relation explicite entre le changement de la signature et les
caractéristiques physiques de I'espace-temps considéré, i.e. au voisinage du Big Bang. L'on peut cependant
sinterroger sur I'existence d'un lien possible entre courbure de I'espace-temps et signature dans le contexte
nouveau de la gravité quantique. En particdier, méme s un tel lien n'existe pas a basse courbure, il parait
naturel desuggérer queles conditions detres hautes courbure al'échelle de Planck, représentables par la présence
determes non linéairesen R2 dansle Lagrangien, peuvent avoir pour conséquence de"déformer” la signature de
la métrique sous-jacente. Il est intéressant de remarquer que certains de nos résultats mathématiques, en
particulier ceux du chap. 3 sur la possible g-déformation dela métrique del'espace-tempsa l'échelle de Planck et
ceux du chap. 4 sur I'espace-tempscomme soumis ala condition KMS a la méme échelle, paraissent aller dans
cesens.

Dans ce cadre nouveau, NOUS pProposons un scénario cosmologique suggérant une solution au probléme de la
Singularité Initiale du Modéle type "Big Bang" et explicitant la possible évolution du pré-espace-temps depuis
I'échelle 0 jusgu'a l'échelle de Planck. Selon les indications du chap. 4, il existe, a I'échelle de Planck, une
limite alatempérature - et &la courbure - du pré-espace-temps, limite établie par Hagedorn et précisée par Atick
et Witten [38], au dela delaquelle I'on doit considérer un secteur non physique delathéorie. Or, nous suggérons
dansce chapitrequ'il est possible d'identifier e secteur non physique, situé au voisinage de I'échelle O, avec le
secteur topologique postulé par la théorie topologique des champs de Witten [518] ou Donaldson [178]. Les
invariants de Donaldson sont ainsi des configurations Riemanniennes que nous proposons dassocier a la
configuration d'échelle O du pré-espace-temps, échelle a laquelle la signature ne devrait pas étre considérée
comme singuliere mais redéfinie sous la nouvelle forme Eucldienne dans le cadre de la théorie topologique des
champs. Cette approche repose sur deux idées essentielles:
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(i) Conformément a certaines conclusions de la théorie des supercordes, notamment celles de E. Kiritsis et
C. Kounnas dans[313], nous considérons I'hypothése selon laquelle, a tres haute courbure (i.e. a l'échelle de
Planck T ~ Mpjanck) la gravitation classique, décrite par I'approximation O(1 / Mpjanck) € donnée par le

terme d'Einstein R, n'est plus valable. Dans cette perspective, a partir de nos conclusions du chap. 4 selon
lesquelsl'espace-tempsa |'échelle de Planck peut étre considéré comme soumis a la condition KMS, et tenant
compte desconditions desupergravité (notamment N =2 et D =4), nous considérons donc I'existence, dansle
Lagrangien de la théorie, & partir de I'échelle de Planck, de termes de dérivées supérieures, en R2. Nous
conjecturons queces termes peuvent autoriser la superposition (3, 1) <= (4, 0) dela signature de la métrique
dansle cadre d'une théorie éargissant la théorie classique de type Einstein. L'extension de la gravité classique
peut étre décrite de maniére naturelle par |'existence dedeux potentiels gravitationnels distincts (et non pas d'un
seul potentiel, comme c'est nécessairement le cas a I'échelle classique). Nous conjecturons alors quen
supergravité R + R2 (et en N = 2), I'approximation linéarisée de la métrique de Schwartzscild peut étre
considérée comme une solution locale exacte  dela théorie étendue.

(ii) Au deuxieme paragraphe, nous précisonslaformeet le contenu du Lagrangien quadratique qui nous parait
le plus naturellement adapté aux conditions de trés hautes courbures R du pré-espace-temps, a des nivealix
d'énergie supérieursala courbure dePlanck

2
R>> Mpjanck

Nous suggérons alors quala limite déchelle 3 = 0, la théorie, de dimension D = 4, n'est ni physique ni
singuliére mais devient purement topologique, dominée par des instantons gravitationnels de dimension 0. La
métrique est alors statique, définie positive (+ + + +). Le domainede validité de I'évolution Euclidienne sétend
depuisl'échelle 0 jusqu'al'échelledePlanck (R ~ M|§|anck). Dualement, al'échelledePlanck et au dela (3 =
Lplanck), lathéorie est detype Lorentzien et également dedimension D = 4. Or, selon nos résultats du chap. 3

et du chap 4, a I'échelle de Planck, les métriques Lorentziennes et Riemanniennes doivent étre considérées
comme quantiquement superposées. C'est pourquoi, dansle domainedegravité quantique

2
0< R<Mpjanck

lathéorie, définie par la quantification du groupe de Lorentz, posséde une dimension supplémentaire (D = 5).
Ce nouveau degré de liberté sur ga4, combiné aux fluctuations quantiques de la courbure du pré-espace-temps,
suggéere naturellement | 'existence dune phase d"'oscilllation” dela signature (3, 1) <= (4, 0). Globalement, la
dynamique du pré-espace-temps correspond a I'expansion d'un monopdle gravitationnel de dimension 5. Mais
localement, I'on doit supposer I'existence de fluctuations de la théorie entre le pdle Lorentzien et le pble
Riemannien, en fonction dela compactification dela quatriéme direction w genre espace de la métrique associée
au monopdle cosmol ogique dedimension D=5. Enfin, pour des valeursd'échelle telles que

2
R<M Planck

échelle a laguelle la quatrieme dimension genre espace du monopdle cosmologique est définitivement
compactifiée, I'espace-tempsentre dansla phase Lorentzienne conventionnelle del'expansion cosmologique.

Il est intéressant desouligner que ces motivations physiques constituent une application directe de la théorie de
la g-déformation dela signature construite au chap. 3.
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5.1 COURBURE QUANTIQUE NON LINEAIRE R2

Nous commencons en suggérant que la divergence dela courbure R & partir de I'échelle de Planck peut étre

décrite par I'introduction, dansle Lagrangien effectif, determes non linéaires, en R2 [109][110]. Comme rappelé
par A. Gregori, C. Kounnas et P. M. Petropou! os [248] en modé&eshétérotiquesdedimension D=4 et N = 2,
sous dualité corde hétérotique <= type I, lathéorieinduit généralement descorrectionsnon-perturbatives et un

couplage avec des termes de dérivées supérieures R2 + ... , lesquels couplages sont de type BPS-saturés.
Comme la théorie est ici en dimension 4, le développement des termes de dérivées peut étre naturellement

limité & R2. L'existence de ces termes non linéaires est associée au champ S = dilaton + axion, portant la
transformation

iaS+b
icS+d

1
et du couplage, en dimension 4 entre g,,,R et le dilaton complexe AC:—Z +1a, nous tirons la possible
g

iIS—

oscillation (3, 1) L@,O) de la signature. A I'appui de cette approche, rappelons que nos résultats
mathématiques du chap 3 ont mis en évidence une importante relation de "semidualité’ (au sens de majid [382])
entre, d'une part les groupes g-Lorentzien et g-Euclidiens et, d'autre part, les espaces g-Minkoskien et g-
Riemannien sur lesquelsagissent ces groupes. Laforme générale decette semidualité, du type

(g-Lorentz) Semidudlisation (g-Euclide)

permet d'entrevoir, pour la premiére fois, certains mécanismes mathématiques sous-jacents au changement de
signature de la métrique a I'échelle de Planck. En tous cas, les représentations mises en évidence au chap. 3
semblent suggérer que la notion de "superposition de signature”, dérivée des théories de dualité ci-dessus, a un
contenu effectif. 1l est intéressant deremarquer quela relation de dualité, que nous avons prouvée comme reliant

[I%Rg' a IRRS‘ 1 , st dutype dualitéd'algebres deHopf. Ce type dedualitéa été étudiée par C. Klimcik et P. Severa

[308] comme ayant une relation profonde avec la T-dualité dela théorie descordes en physique. Ceci suggére, par
une autrevoie, la plausibilité del'introduction determes en R? dansle Lagrangien dela théorie.

5.1.1 Gravité éendueen R + R2

Nous considérons donc dans la suite qu'al'échelle de Planck, la gravité d'Einstein ordinaire perd sa validité et

doit &tre étendue vers une R+R2- gravité. De ce point devue, la R+R2- gravité peut étre considérée comme une
théorie effective, son domained'application éant déterminé par I'échelle d'énergie de la théorie. Il a été montré

[110] quele Lagrangien deR+R2- gravité, dela forme générale

1
L= fd4x \/—g{——R+ A+a RWR’““’ + BRE + 1R
K

RHVEB g DR}
uvaf

fournit, en dimension 4, une base possible pour la construction d'une théorie guantique unifiée rassemblant
toutes les interactions (y compris la gravitation). En effet, la théorie étendue présente deux propriétés qui
rendent son application particulierement attractive al'échelle dePlanck :

(1) il sagit d'une théorie multiplicativement renormalisable ;

(ii) lathéorieest asymptotiquement libre.
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En outre, le probléme de la non-unitarité de la théorie peut étre résolu en utilisant une approche non
perturbative [25][490]. Pour ces raisons (et d'autres exposées notamment dans [110] [296]), la R+R2- gravité
doit étre considérée comme I'extension naturelle, a trés haute courbure (échelle de Planck), de la gravité
relativiste classique. Notons que, dans la mesure ou la théorie est en dimension D = 4, nous tronquons le
développement des termes de dérivée plus élevées aux termes en R2. Les termes detype ... R", du fait de la
dimension del'espace sous-jacent, sont exclus demaniérenaturelle.

A présent, nous conjecturons quel'existence de termes de dérivées supérieures R2 dans le Lagrangien, induite
par les contraintes dela supergravitée N =2 [217], peut constituer une source de fluctuation de la signature de
la métrique.

Conjecture 5.1.2 La présence de termes non linéaires R2 dans le Lagrangien effectif de supergravité peut
autoriser la superposition dela signature dela métrique a partir del'échelle de Planck

Remarque Lathéorie sous-jacenteest ici D = 4 et N = 2, ou existe une relation entre anomalies axiaes et

anomalies dedilatation.

(i) En gravité quantique, le Lagrangien effectif doit étre considéré comme quadratique et contient des dérivées
d'ordre supérieur :

L= [d*x \/E{Iz(a RWR" +BR?) + R+x LM} (5.1)
ol o et B sont sont des constantes numériques et | une constante dimensionnelle. Le tenseur de Riemann est
défini par F)’AAVA = I“L‘V’a + ... etletenseur deRicci par R, = ;‘M. Alors, les termes non linéaires dans

le Lagrangien et les équations du mouvement associées peuvent autoriser le changement de signature, a la
différence destermeslinéaires. En effet, le Lagrangien usuel debasse énergiesécrit :

P [RV=g d*x (5.2)

" 160G

et les équationsdu mouvement correspondantes sont naturellement :
1
R.v —EgMVR=8nKT‘uv (5.3)

Or, dansl'équ. ci-dessus, la partie algébrique destermes deplus haut degré est liée a la structure algébrique de la
metrique dedépart. Danslamesure ol les termesen R, dérivees secondes de la métrique gy, sont quasi-linéaires

dans(5.3) - et comme |la variété sous-jacenteest différentiable - la signature est donc partout fixée (sous la forme
Lorentzienne dans le cas de |'espace-temps) et ne peut pas évoluer d'un point a l'autre. L'équ. du mouvement
(5.3) ne comporte qu'une seule solution associéeau choix dela métrique.

En revanche, les systémes d'équations en R2 ne sont plus quasi-linéaires. En efet, & partir du Lagrangien (5.1),
les équations du mouvement associées prennent la forme non linéaire:

|2[(): OR,v +%u +2B)9, IR -( +2B)R,,, +

+ 20R, 5 RY 2 ag, R s R +2RR,, - 350, R] + (5.4)
1
+ (Ruv _Eguv R) = KTMV
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Or, apartir dela mise en évidence par B. Malgrange de solutions locales dans le cas analytique et en gppliquant
les résultats de J. Gasqui [230] sur I'intégrabilité formelle dela linéarisation

Ric y: C”*(S"T*)——C" (S°T*) (5.5)

(ou, plus généraement, la structure des solutions linéarisées autour d'un germe [230]), 'on trouve cue la
linéarisation del'équ. (5.4) autour d'un point quelconque P comporte soit une solution €elliptique soit une
solution hyperbolique - i.e. en chague point, la signature résultant de I'existence de termes quadratiques de

courbure peut étre soit Lorentzienne (3, 1) soit euclidienne (4, 0). La gravité non linéaire R2, en conférant &
Ouv Un degré de liberté supplémentaire, peut donc étre considérée comme source de la superposition des

signatures Lorentzienne et Euclidienne en régime quantique.

Nous discutons a présent |'idée selon laquelle la conséguence directe dela présence al'échelle dePlanck de termes
gravitationnels quadratiques en R? est |'existence d'un potentiel gravitationnel quantique oq = a|(p| + b|?,u|,

congtitué non pas d'un potentiel unique (comme a I'échelle classique) mais de deux potentiels distincts,
indépendants I'un de l'autre. A un tel potentiel peut naturellement étre associée I'oscillation du signe de la
composante ga4. En effet, cetype depotentiel gravitationnel "quantique” nous permet d'envisager I'extension du

domainedelinéarisation dela métrique de Schwartzschild en champ fort.
5.1.3 Approximation linéaire en champ fort R + R2

Considérons|'approximation linéaire dela métrique de Schwartzschild (ou métrique du trou noir linéarisée):

|41

d= (1+ %)ou2 -1 - ?)dtz (avecd 2 =dx2 + dy? + dz2).

Unetelle métrique n'est évidemment validequ'en champ faible, pour un potentiel gravitationndl petit (¢ << 1).
En effet, lorsque la courbure atteint les limites de Planck, la métrique associée doit étre globalement solution

exacte duds® deSchwartzschild :
2GM 2GM
d=(1- ——) dt2 - (1- ——)1 dr2-r2dQ? (avec d2 =2 + sin? § d ¢2)
rc rc

Or, nous proposons, avec l'introduction de termes quadratiques R2 dans le Lagrangien de supergravité, une
maodification adéquate de la théorie gravitationnelle a I'échelle quantique, telle que la solution linéarisée de la
métrique de Schwartzschild puisse étre considérée  comme une solution locale exacte  de la théorie modifiée.
Unetelle théorie, fondée sur |'existence dedeux potentiels gravitationnels distincts, comporte alors deux limites:

lalimite Lorentzienne (1 - |¢)]) > 0 et lalimite Euclidienne (1 - |¢]) < 0.

Conjecture 5.1.4 En supergravitt R + R2 et en N = 2, |'approximation linéarisée de la métrique de
Schwartzschild peut étre considérée comme une sol ution localeexacte dela théorie étendue.

P. Teyssandier a montré [492] qu'enthéorie R + R2, définie par un Lagrangien deforme générale :

L =J=o(R +%aR2 +bR, R") — kL, (5.6)
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L'existence determesdeY ukawaimplique defagon naturelle I'existence de deux potentiels gravitationnels ¢
ety delaforme:

exp(—uolX - X|) Fx
X - x|

exp(—pq|x - X )
X - x|

0 (x) =~ [p(X)

d3x’

W) =~ fplX)

ug et uq éant deux termes demasse indépendants. Lamétrique linéariséedevientalors :

1 4
ds? = 02[(1—%)(1+ < Kuo® Hof -3 Kue wary T2 -
C

(57)
asLya-ti, emor J 2, o lgo?
L( * C2)( 3 Ho 3 Ha )J o
avec
KM = MM /M

L'independance de g et wq permet de postuler I'indépdance des deux potentiels ¢ et 1 , de sorte qu'en
imposant I indépendance degayq et desgjj dansg,y, (5.7) peut étreréecrit sous la nouvelle forme:

ds? = (1- C—"’Z)olt2 —(1+ %)duz

Dans ce cas, les conditions d'indépendance des composantes spatiales et temporelle de la métrique permettent
d'avoir ¢ — w et > 0 et réciproquement. Il en résulte une application locale possible, en supergravité R +
R2, delaformelinéariséedela métrique en champ ¢ fort, 1 restant positif.

L es hypotheses ci-dessus suggéerent donc une relation profonde, qui reste a expliciter dans de futures recherches,
entre courbure et signature dela métrique.

En illustration desrésultats ci-dessus, nous suggérons a présent queles deux classes designatures (3, 1) et (4, 0)
sont, d'un point de vue physique, superposées a I'échelle de Planck, la contribution effective de chacune des
classes étant paramétrée par I'échelle 3 de la théorie. Il en résulte un scénario cosmologique de nature a
compléter certaines insuffisances du Modéle Standard. En effet, notre approche suggére (i) une possible
résolution dela Singularité Initiale et (ii) une description de "' expansion topologique' du pré-espace-temps, de
I'échelle 0 jusqu'al'échelle dePlanck.
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5. 2 TRANSITION DE LA SIGNATURE DE L'ECHELLE O (ECHELLE TOPOLOGIQUE
(4, 0)) A L'ECHELLE DE PLANCK (ECHELLE PHYSIQUE (3, 1)).

Nous proposons dans la suite une application de la théorie gravitationnelle quadratique a la cosmologie
primordiale, a une épogue ou I'age del'univers est del'ordre du temps dePlanck :

t ~ 10 - 43 seconde

Dans le modél estandard du type Big Bang, le calcul desdonnées physiques du modéle(en particulier les densités
d'énergie, de température et de courbure) conduit a I'existence de divergences non renormalisables pour toute
échelle inférieures a I'échelle de Planck tandisque les dimensions spatiales et temporelles convergent vers O.
Dansun tel cadre, il existe doncune singularité initiale insoluble. A cet égard, comme I'ont établi S. Hawking,
et G. Ellis dansle cadre des théorémes relativistes de singularité [270], la relativité générale prédit |'existence
d'uneincomplétude géodésique située dans le passé de la variété espace-temps, celle-ci manifestant la présence
d'une singularité initiale au voisinage d'un instant 0 bornant I'origine.

Par ailleurs, la théorie des champs ordinaire ne permet pas de décrire une possible dynamique caractérisant
I'espace-tempsa |'échelle de Planck.

Or, nous proposons, avecla théorie desuperposition (1) d'apporter, au niveau semi-classique, une résolution de
la singularité initiale et (2) de foumir une description du comportement dynamique de |'espace-temps dans le
cadre dethéories gravitationnelle et métrique étendues. Dans ce cadre nouveal, le pré-espace-temps, a I'échelle 0O,
ne comporte pas de singularité initiale. L'on doit remarquer que notre modée est différent de celui de S.
Hawking, dont la caractéristique est de raccorder a I'espace-temps Lorentzien, sans transition, un instanton
gravitationnel dediamétre non nul, ce qui exclut I'idée d'échelle O dela théorie. Par contraste, notre approche
implique (i) I'existence dinstantons detaille O al'origine et (ii) I'idée d'une phase de transition entre le mode
Euclidien et le mode Lorentzien, représentée par la "superposition de signatures’ entre I'échelle O et I'échelle de
Planck. A I'échelle 0, la théorie cesse d'étre physique pour étre remplacée par une théorie topologique, le point
d'échelle 0 du modéle correspondant ssmplement a un instanton gravitationnel singulier de taille 0. Dans la
phase topologique d'échelle O, le pré-univers comporte alors trois caractéritiques:

(i) malgréI'échelle 0, |e pré-espace-temps reste parfaitement défini par les propriétés del'instanton, en particulier

par l'invariant decharge topologique Q = 9fd4x Tr RMV R*Y. sa dimension est d§a D = 4 et sa signature

est purement Euclidienne (+ + + +). Nous considérons quesa topologie est alors celledela boule B4 ;

(ii) I'orientation dela quatriéme direction x# dela métrique instanton étant du genre espace, le pré-espace-temps
d'échelle 0 est défini par une solution statique, indépendante du temps. A cette échelle, le temps n'existe donc
pas encore et les quatre directionsdela métrique sont symétrisées. Il n'existe alors aucune dynamique a une telle
échelle;

(iii) conformément a nos résultats des chap. 4 et 8 sur le flot des poids caractérisant le facteur du type llco
décrivant la configuration de la métrique a I'échelle O, il existe cependant a une telle échelle une pseudo-
dynamique, ou "dynamique Euclidienne" caractérisée par la propagation d'amplitudes topologiques sur e bord S3
de la configuration instanton, propagation saturant I'espace de dimension 4 de 0 a l'infini. Les seules
"observables’ delathéorie sont, al'échelle 0, desobservablestopologiques Oy , delaforme:

1

0 =—-——=
" B4l

JRER s gpoq = [Q() (58)
Y Y

Les observables OV sont interprétées dans(5.8) comme cocyclesde I'espace des modules des instantons et sont
associés avec les cycles y; dela 4-variété M. Plus précisément, les observables physiques sont remplacées a
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cette échellepar les cyclesdhomologie Hj CM oq dansl' espace desmodules M jyoq des configurations du

type instantons gravitationnels. Avec M construit dans R4, les seuls cycles non triviaux sont le point (associé
a une 4-forme sur I'espace des modules) et la variété M elleeméme. Nous retrouvons aors les amplitudes
topologiques de Witten [518], données par les invariants de Donaldson de la théorie. Cette approche est
développée au chaptre 7.

Nous précisons a présent notre choix du Lagrangien delathéorie, sachant que I'échelle concernée est I'échelle de
supergravité(e.g. échelledePlanck) et quele Lagrangien doit contenir les deux limites de la théorie : la limite
physiqueet la limite topologique.

Conjecture 5.2.1 La théoriequantique dela courbure comporte deux limites, duales|'une del'autre : la limite
physique (al'échelleB = / pjanci) €t lalimite topologique (al'échellef = 0).

Plusieurs arguments rendent plausible une telle conjecture. En particulier, le Lagrangien général L gypergraité
caractéristique dela supergravitéest delaforme:

~ l 2 %
L supergravite = B R +? R + « RR (5.9

3 donnant le rayon de compactification de la théorie et o représentant I'axion. Or, nous considérons,
notamment a |a faveur desarguments discutésen 5.1.2 quele Lagrangien (5.9) présentetypiquement la structure

d'un "Lagrangien de superposition”, avec une composante physique Lorentzienne (le terme d'Einstein 8 R) et

une composante topologique Euclidienne (le terme topologique « RR ). L'interpolation entre ces deux
composantes, selon un mécanisme combinant réduction dimensionnelle et fluctuations d'échelle et que nous
suggeérons ci-dessous, nous incite donc a considerer que L gpergravite décrit correctement les deux pdles d'une
méme théorie (la superposition) ainsi que les deux métriques associées. De ce point de vue, (5.9) agit auss
bien sur le secteur physique (3, 1) du pré-espace-temps que sur le secteur topologique (4, 0). Au plan
mathématique, rappelons que nos résultats du chap. 2 indiquent que la structure de I'espace de superposition
Stop associéal'echelle degravité quantique et décrit par L gpergravite €St du type R3 ® ©C, et peut étre définie
par |'espacetopologique quotient

- B le p
top 50(3)
la signature associéea Y top etant formellement dutype o+ ={+ + + (+ -)}.

Par ailleurs, notre construction, en § 3.3, du produit bicroisé cocyclique d'unification

1]
Ug(so(4)PP [+ Ug(so(3, 1))

suggére bien la possible superposition , dansle cadre d'unesymétrie dedualité, entre les structures g-Lorentzienne et
g-Euclidienne a I'échelle de Planck. Sur le plan physique, c'est ce type d'unification que l'on peut sattendre a voir
decrite par le Lagrangien desupergravité L gpergravite - A Cet €gard, nous avons discuté au chap. 4 la possibilite de

décrire la superposition desdeux classes demétriquespar la fonction departition :

R D2

Z2q=Tr(-)Se (5.10)

aveclic € C et S donnépar le terme topologique RR”. Nous remarquons ici que le carré de I'opérateur de Dirac est
le Lagrangien typique dela géométrie non commutative, théorie quenous utilisons au chap. 3 dans le contexte de la
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g-déformation. Or, I'utilisaiton de [D? est équivalente & I'extension vers une théorie de gravité R+R2. En effet le
- (] 2
symbole de € 8% alaforme:

(e 29 +)

7 { —(-)" nlfe Q@) da

ﬁll—\

Ce queNOUS POUVONS réécrire pour extrairefd :

) 1r(e, \ R(L. 2 )8
o(e’“”*) —e e R E +OW) (5.11)

/R

L'on observe qu'en espace-temps plat pour R — 0, (5.11) est réduit au symbole principal Lorentzien. Au

contraire, lorsque R 1, le terme de courbure du fibré B reste borné, de méme que le symbole principal, écrasé
par le terme decourbure.

Ainsi, agrande ou a petite courbure, e.g. selon quel3 — 0 ou B — 0, il existe deux limites possibles de Zq et
donc, deux limites del'espace desuperposition, paramétrées par |'échelle (de longueur et / ou de température) du
systeme, duales|'une del'autre:

(i) Limiteinfra-rouge (B=z £pjgnck)- La théorie est semi-clasique et le terme en R est dominant dansle

1 *
Lagrangie Lgpergravite = P R+—2R2 +RR . Il existe aors une échelle et la théorie n'est pas
g

topologique, de sorte que les termes en R? et RR* n'ont naturellement aucune contribution effective a
L supergravite €t disparaissent dans I'infra-rouge. Le seul terme effectif est donc le terme lineaire en R,

représentant la limite physique classique de la théorie de superposition. L'on a alors sur cette limite le
Lagranglen physique
LPhys _ BR (5.12)
g—>oo

Dans ce cas, la dimension supplémentaire genre espace x4, donnée par gs4 danso+ est compactifiée sur le cercle
S, lerayon re decompactification dex4 étant une fonction inversedeR : re = f(1/R). Plus précisément, comme

1
montre en 5.5.2, le rayon de compactification est donnépar la valeur du dilaton ¢ = — dela théorie. L'espace

métrique sous-jacent est de dimension D = 4 et detype Lorentzien. En effet, pour 8 > /pjgnck. |a direction t
genre temps est décompactifiée, le rayon de compactification de la direction genre temps étant une fonction
directe def3, identifiéal'infini au deladel'échelle dePlanck. L'on retrouve sur cette limite |'espace-temps semi-
classique en expansion décrit par e modéle cosmologique standard. Sur la limite infra-rouge, le videde la théorie
correspond au vide physique du modél e standard.

@ii) Limite ultra-violette (3 = 0). Sur cette limite, habituellement associée a une singularité, nous
imposons comme conditions sur L gpergravite : @ = i 7. Alors dans ce cas, correspondant a la limite de haute

énergie du systeme, le terme en R devient négligeable. Comme sur cette limite, la théorie devient autoduale,

l'on aR =R", desorte quele termeen R2 disparait et il ne subsiste que le terme topologique donné par RR".
Ceci suggere qua I'échelle 0, la théorie devient purement topologique, le Lagrangien prenant la forme
"topologique” suivante :
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I_top - u RR* (5.13)
g—0

Dans cecas, ladirection genretemps danso+ est compactifiée sur le cercle derayon 3 = O et disparait donc de
lathéorie Dualement, la direction genre espace, dont |e rayon decompactification est une fonction inverse de 3,
est donc décompactifiée sur la droite pour R = 0. La théorie sous-jacente est a nouveau de dimension 4 et de
métrique Euclidienne (+ + + +). Danscecas, le vrai vide de la théorie est un vide de type topologique, dual du
vide physique caractérisant |'espace-tempsal'échellerelativiste.

A présent, les contraintes dela gravitation quantique, en particulier les fluctuations quantiques introduites sur les
échellesdelongueur dela théorie (et, donc, sur I'échelle 3) induit un "mélange” (ou superposition quantique) de
la limite infrarouge & dela limite ultraviolette. L'on peut préciser cela dans le cadre des relations de dualité
exploréesen haute dimension par la théorie descordes mais qui restent valables en basse dimension. En effet, &
partir de (i) et (ii) nous envisageons une relation de dualité (que nous nommons "I-dualit€') entre secteur
physique et secteur topologique de la théorie de superposition. Nous suggérons en effet d'associer les métriques
Lorentziennes (secteur physique) aux configurations gravitationnelles du type monopdles de t'Hooft - Polyakov
[488] a 4 dimensions. De méme, nous associons la métrique Riemannienne (secteur topologique) a la
configuration de champ du type instanton gravitationnel. Dans I'esprit de la S/T-dualité de Witten et Seiberg,
nous suggérons alors quele |-dual delathéorie monopdlaireD = 4 (+ + + -) est la théorie topologique du type
instanton D =4 (+ + + +). Nous avons montré au chap. 3 I'existence d'une relation de dualité (plus exactement
de"semidualité") entre (i) les groupes quantiques Lorentzien et Euclidien d'une part et (ii) entre les g-espaces
Minkoskien et Riemannien. Il est important dobserver que ces relations de dualité sont "isodimensionnelles’,
i.e. sont réaliséesen dimension 4. Par ailleurs, dans le cadre général dela S/ T - dualité construite en théorie des
cordes - ol existe une symétrie de dudité entre les champs T e S, la I-duaité monopdle-instanton
isodimensionelle (D = 4) est possible.

Nous discutons dansla suite la possibilité de superposition quantique desmétriques Euclidienne et Lorentzienne
entrel'échelle O et I'échelle de Planck.

5.5.2 Superposition quantique des métriques L orentzienne et Euclidienne

La conjecture (5.2.1) nous incite a considérer, en fonction de 3, une possible "oscillation effective’ de la
signature dela métrique pour le domained'échelle 0 < 3 </ pj5nck- Dans cecas, le Lagrangien retrouve la forme

générale

~ 1 .
Lplanck = S R+—5 R® + & RR
g
et tous lestermes R, R2 et RR” contribuent aLplanck- Lasignature associéeala configuration est dutype

ot=(+++{+-}

En effet, la solution statique de dimension D=4 associée, a I'échelle R=0, a un instanton detaille O, peut étre
regardée, en dimension D + 1, comme une solution du type monopole. Dans ce cas, la configuration
correspondante est celle d'un monop6le gravitationnel de dimension D = 5. Le monopéle est considéré comme
évoluant dans le temps. Dans notre approche, I'évolution du monopdle initial correspond & la premiére phase
d'expansion du pré-espace-temps, depuis|'échelle 0 jusqu'al'échelle de Planck.
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Du point de vue métrique, comme indiqué en 5.5.1, la notion de superposition de signature (ou d'oscillation

quantique) est induite par les fluctuations possibles de la valeur du parametre d'échelle 3 de la théorie. Sur la
limite B = 0, la théorie est projetée sur le pdle topologique Euclidien de dimension 4 et, dualement, pour
3 — oo, la théorie est projetée sur le secteur Lorentzien. Plus précisément, la métrique du "monopdle
cosmologique" dedimension 5 al'échelle quantique a pour forme générale :

ds® = dx® +dy? + dZ% + gizdw2 _dt? (5.14)

le rayon p decompactification dela quatriéme direction genre espace de la métrique étant donné par la valeur du

dilaton ¢ = — (inverse dela constante de couplage) par I'équation ¢ = - Log p. Le rayon de la dimension
g

W étant donnépar le dilaton delathéorie, il en résulte |'existence des deux pbles possibles de la méme théorie,
avec|es conséquences sur la structure dela métrique monopdlaire :

(i) surlalimite infra-rouge, correspondant, a partir del'échelle de Planck et au dela, aux grandes valeurs de la

constante decouplage (g — <), le Lagrangien dela théorie est dominé par le terme d'Einstein. Le terme en R2

et le terme topol ogique disparaissent, desorte que I'on conserve la seule composante "physique" du Lagrangien :
I_Phys - BR
g—> 9]

ladirection W est alors compactifiée et son rayon tend vers 0. Dans ce cas, le monop6le cosmologique subit une

p=+,—0
réduction dimensionnelleD =5 —~%4—— D=4 etla métrique monopdlaire devient:

ds? = dx? +dy? + dZ% — dt? (5.15)
L'on trouve le monopble a 4 dimensions associé a la métrique d'espace-temps a grande échelle. Nous
développons cette limite dela théorie monopble D=4 au chapitre 6 dans le cadre de la dualité isodimensionnelle

instanton / monopbleen D =4 ;

(ii) al'inverse, sur lalimite ultra-violette, associéeau secteur depetit couplage de la théorie (g — 0), le terme
d'Einstein disparait du Lagrangien desuperposition et ce dernier, dominé par le terme topologique devient :

LT°§=g—12R2+aRR* — aRR
g—>

1
Lavaleur dudilaton, donnée par — , est tres élevée et le rayon p de compactification dela direction W est tres
g

grand. Au contraire, dans la mesure ol |'échelle de la théorie 3 tend vers O et que la théorie devient purement
topologique, la direction genre temps du monopdle subit un collapse (t — 0) et la métriqgue du monopble
cosmologique prend la forme nouvelle :

ds? = dx? + dy? + dZ% + dw? (5.16)

ou nous retrouvons l'instanton gravitationnel singulier associé alalimite topologique dela théorie.

A partir de (i) et (ii), I'on observe quela limite ultra-violette (petite échelle) et la limite infra-rouge (grande
échelle) représentent deux secteursdela méme théorie et sont reliéespar une relation dedualité du type T-duaité

: . . - T-dualite 1 .
en théorie descordes, échangeant les échellesdelathéorie: r «— > —, de sorte que dans notre modéle,
r

lalimite d'échelle O est T-duale dela limite d'échelle dePlanck :
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T —dualité
EchelleR =0 «<———— > Echelle = | planck

De ce point devue, la T-dualité échange la singularité initiale et I'échelle de Planck. De méme, I'on observe,
toujours a partir de (i) et (ii), la relation de I-dudlité dga signalée entre le monopdle de dimension 4 et
I'instanton dedimension 4, une telle dualité exprimant demaniére naturelle une symétrie de transformation entre
métrique Lorentzienne et métrique Riemannienne :

(+++-)m>(++++)

Les fluctuations de de0 al'infini paramétrisent donc (i) la compactificationde W et de t sur ces deux limites et
(ii) l'oscillation de signature entre ces deux limites. La "signature de superposition”, correspondant a la
superposition quantique desdeux échellesB=0et B = /pjgnck st dors:

ot = (+++{})

ou I'on retrouve le couplage entre une pseudo-gravité tri-dimensionnelle Euclidienne (+ + +), et un modéde
sigma bi-dimensionnel, du type ¢C.,/—g R. Le contenu du modéle sigma est fourni par les champs scalaires

de la théorie réduite par compactification de la coordonnée t genre temps et dela coordonnée supplémentaire
W genre espace.

5.5.3 En conclusion, la construction ci-dessus, fondée sur le choix d'un Lagrangien du type R + R2 + RR"
nous a conduit demaniére naturelle a distinguer trois régions différentes sur le céne delumiére cosmologique::

- la région semi-classique, correspondant al'échelle = ¢ pjgnck designature Lorentzienne (+ + + -) ;
- la région quantique, correspondant 80 < B < /pjgnck » designature "superposée” (+ + + {+})

- la région topologique, correspondant a3 = 0, designature Euclidienne (+ + + +).

A grand échelle (secteur physique de la théorie de superposition) les termes en R? et en RR” ne contribuent
plus dans ¢ pj gnck: Seul le termeen R ayant une contribution effective. Dans ce casla théorie est Lorentzienne,

la quatrieme direction genre espace étant compactifiée sur un cercle dont le rayon tend vers 0. Au contraire, a
I'échelle 0, (et considérant une valeur spécifique de o) les termes en R et en R2 sont exponentiellement
supprimés, et la seule contribution effective dans # pj gnci Provient destermes en RR”, terme topologique de

lathéorie. Dans cecas, la direction genre temps est compactifiée sur le cercle derayon O et la signature sous-
jacente est Euclidienne. Pour les valeurs intermédiaires de, de0 & / pjgnck » |a théorie peut étre considérée

comme fluctuant (en fonction desfluctuations de3) entrele pdle Lorentzien et le pdle Euclidien.

Du point de vue du contenu en champs, nous approfondissons les hypotheses ci-dessus au chap. suivant et
proposons de décrire la phase de superposition des métriques sous la forme d'un gaz monopoles + instantons
isodimensionnels (D = 4) al'échelle dePlanck.
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6

DUALITE INSTANTON/MONOPOLE
ET

DOUBLE SIGNATURE

Nous avons suggéré aux chaps4 et 7 qu'alalimite déchelle [3 =0, la théorie devient purement topologique, au sens fixé
par Witten en 1988 dans[518]. Notre point devue est qu'acette échelle, la théorie ne présente pas de singularité mais est
dominéepar desinstantons gravitationnels dedimension 0. Lamétrique est alors statique et Euclidienne (+ + + +). Nous
avons vu au chap. 5 que par dualité avec I'instanton de dimension 4, la dynamique du pré-espace-temps peut alors étre
décrite par I'expansion d'un monopdle gravitationnel dedimension 5. La signature associée a la configuration est du type
o= (+++{+-}). Or, nous considérons ici que la quatrieme direction genre espace de o est compactifiée a I'échelle de
Planck et au dela. Ceci nous améne a préciser les conditions d"interpolation” entre les signatures Lorentzienne et
Euclidienne suggéréesau § 5.2.1 :

3, 1) Fluctuationgle R @, 0)

Dans la conjecture 5.2.1, nous indiquons que la théorie quantique de la courbure comporte deux limites, duales I'une de
l'autre: lalimite physique (al'échelleB = /pjanck) €t lalimite topologique (& I'échelle B = 0). Considérant les possibles
fluctuations dela courbure a I'échelle de gravité quantique, nous proposons alors de décrire la limite physique (métriques
Lorentziennes) par desconfigurations gravitationnelles du type monopdles det'Hooft - Polyakov [488] a4 dimensions. De
méme, nous associons la limite topologique (métrique Riemannienng a la configuration de champ du type instanton
gravitationnel. Partant dela S-dualité de Witten et Seiberg, nous suggérons alors que le I-dual de la théorie monopdlaire
D =4 (+ + + -) est la théorie topologique du type instanton D = 4, de signature (+ + + +), les deux théories étant
superposées al'échelle quantique. Nous proposons alors deréécrire la métrique sous laforme o, = (+ + + £ ).

6.1 INSTANTONSET MONOPOLESA L'ECHELLE DE PLANCK

La superposition desmétriquesa l'échelle de Planck suggeérel'existence d'un gaz formé demonopbles D = 4 et dinstantons
gravitationnels D = 4. Ces monopoles dedimension 4 résultent dela compactification, au voisinage de |'échelle de Planck
(limite infra-rouge de la théorie), de la quatrieéme direction x* genre espace propre au monopole de dimension 5 dua de
I'instanton gravitationnel dedimension 4 caractérisant le pré-espace-temps au voisinage de I'échelle 0. Notre thése est que
la contribution de la configuration physique monopdle de dimension 4 a I'action de superposition Sg caractérisant le

domainedegravité quantique est dominante au voisinage de I'échelle de Planck (et au deld) et minimale au voisinage de
|'échelle 0. Dualement, la contribution dela configuration topologique instanton est minimale au voisinage de I'échelle de
Planck et dominante au voisinage de I'échelle 0. La théorie de superposition peut alors étre comprise comme une
interpolation entreles deux limites d'échelle 3 = 0 et 3 = I panck-

6.1.1 Monopoles gravitationnels
Nous considérons les configurations monopoles sur la limite de Prasad-Sommerfield.

Définition 6.1.2 Le monopole gravitationnel dedimension 4 associéau pré-espace-temps a I'échelle de Planck est une
configuration dechamp gravitationnel caractérisée par I'action gravitationnelle .#fy sur lalimite BPS:

2 2
Fn = —%&{Tr(RA R) +Tr(D,¢ Du¢)} =%{IIRI2 +||DM¢|2}_ Al infini, Du¢a = 0.

Nous associons la métrique Lorentzienne d'espace-temps aux configurations monopdles de dimension D=4. Remarquons
quedans |'approche exposée au chap. 5, le monop6le "cosmologique" est de dimension D=5. Or, selon notre approche de
5.2.1, si nous considérons al'échelle dePlanck et au dela desclasses demonopdles dedimension D =5, c'est qu'a partir de
cette échelle, la quatriéme direction genre espace est compactifiée et n'est plus relevante dansla théorie métrique associée.
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Venons-enaprésent al' instanton gravitationnel.

6.1.3 Instantons gravitationnels

Définition 6.1.4 Soit M une variété Riemanienne de dimension 4. Un instanton (super)gravitationnel est un point

2
critique (minima) dela fonctionnelle SG (V) = f |R| w, donnant |'action du systéme. La seconde classe de Chern
M

c2(V) deM étant donnée par ¢ (V) = 8—2 f Tr(Ra R), I'action dela configuration instanton peut alors étre décrite
ne
M

par . = fd4x Ry R +9 fd4x Tr R, R"

9%(p)

Nous associons l'instanton gravitationnel de dimension D = 4 aux métriques Euclidiennes de dimension 4. Nous

suggérons pour modéle géométrique de I'instanton la boule B# bornée par la sphére S3. La propagation de la solution
dépend alors du support del'instanton gravitationnel : au voisinage delalimite O, il existe une accumulation de la charge

topologique au dessus du point singulier Sg telle que la densité de charge topologique RR" — oo; dans la situation

duale, le support del'instanton est étendu al'infini et RR* — 0. La transition de 0 & I'infini peut &tre décrite de maniére
adéquate par les transformations conformesdela spheére (cf. § 7.4.2).

Nous considérons a présent une configuration (gaz) composée dinstantons et demonopoles D=4 a |'échelle de Planck.

Conjecture 6.1.5 Le champ quantique a1'échelle de Planck est constitué dedeux classesd'objets duales I'une del'autre :
les monopoles et les instantons gravitationnels. L'action quantique de superposition est alors:

1 v R D) 2
[d*XR,, R +9[d*xTr R, R arT{llRl2 +[D. 9| } 6.1)

)

Conformément aux résultats deE. Kiritsis et C. Kounnas sur une classe d'états fondamentaux hétérotiques en dimension 4
[311], (6.1) peut étrevrai en N = 4 et seulement danscertaines classes de N = 2 (résultant de la brisure spontanée de N =
2). Detels Lagangiens contiennent un potentiel scalaire représentant les termes cinétiques et un potentiel Kéhlerien [217].
A partir de I'échelle de Planck, nous considérons la superposition quantique {instantons + monopdles} reliés par une

1
symétriedutype S - dudité — — 92 deMontonen et Olive.
g

Regardons a présent le domaine de validité des deux configurations. Les indications de 6.1.6 permettent de préciser la
notion de superposition, introduite, au chap. 5 entre théories Lorentzienne (monopdles) et Euclidienne (instantons) a
I'échelle de Planck

Proposition 6.1.6 Au voisinage del'échelledePlanck, correspondant a g — o, |'action de superposition quantique

est dominée par la contribution mondpole - i.e. la métrique dominanteest Lorentzienne- . A I'échelle O, correspondant a
g =0, l'actionest dualement dominée par la configuration du type instanton -

(i) Limite infrarouge g — 9. Cette limite correspond ici a I'échelle de Planck et donnela limite infrarouge (i.e.
grande échelle) de I'espace de superposition des métriques. Sur cette limite, la solution instanton - dont le poids dans
RZ

2
I'intégrale fonctionnelle, donnépar € 9°(p) , €t maximal - subit un "cut off" et ne contribue plus alathéorie En
effet, I'intégrale fonctionnelle n'est plus approximée par la solutions classique. La mesure dinstanton

dp 8n?2
d=k. d'xo —= eXpl-—— 62)
" p° p{ 92(.‘))}
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a une boucle devient dépendant dela taille del'instanton. Pour p — oo, |'équ. (6.2) diverge et induit une instabilité
infrarouge dans la mesure dinstanton. Or, G. t'Hooft a montré [488] quele cut off infrarouge résulte de I'existence dans

|'action dinstanton d'un terme engendré par les composantes massives du champ de jauge gravitationnel. Ainsi, a l'action
2

JU
S= ——, hous devons adjoindre le terme det'Hooft, et I'action agrande échelledevient :

8762 2242
=—— +2m°V?sp (6.3

2 2
v éant la valeur attendue du champ de Higgs dans le vide. Comme S — o quand p — <0, aors e727E Ve est

convergente pour toutes les valeurs de p. En phase de Higgs, il n'existe donc aucune solution exacte des équations
classiques du mouvement, exceptées les solutions induites par les instantons detaille O.

En résumé, comme rappelépar M. Shifman [463], la contribution instanton aux quantités physiques est proportionnelle a

2 2
e(’llg ). Cdle-ci n'est bien définie quedansle domaine quasiclassique ou g— 0, quand le facteur e(’llg ) << 1. Pour
g — ¢, l'action quantique desuperposition -4, Se réduit doncal'action dutype monopdle.#f, , soit :

Fom = Lo @{IIRI2 +||DM¢|2} (64)

Or, a la différence de I'instanton, la configuration de champ du type monopdle est bien définie. En effet, localement, la
courbure R ne s annule pas lorsqueR — 0 dansle secteur instanton. Dans e casdel'instanton, il n'existe pas d'échelle a
lathéorie, contrairement ala configuration monopole qui admet une échelle. Lerayonr, du monopole est donc défini, et

la courbure R ne disparait pas dansles limitesder, . Si M, est lamasse du monopdle, son rayon s écritr, = — et

u
lorsqueg — <0, r,— o et M, — 0. La configuration monopdle interagit fortement avec la théorie et le premier terme

2 =
de.#f, , soit % {"Rlz} est hien défini. Voyons a présent le comportement de la composante scalaire (Duqba)z.

Pour g — o0, les valeurs probables dans le vide du champ ¢ ne sannulent pas, conformément aux conditions
asymptotiques des équations du mouvement du champ ¢ qui tendent vers une constante a l'infini : g — ®© et r, —

= Du¢a—> 1. 1l enrésulte quesur la limite gravitationnelle correspondant al'échelle dePlanck et pour laquelle R2 — 0,

I'amplitude de probabilité d'observer une métrique Lorentzienne est maximale et I'amplitude de probabilité d'observer une
métrique Euclidienne est minimale.

Nous considérons a présent la limite inverse correspondant ag — O.

(ii) Limite ultraviolette g — 0. Voyons d'abord, dansl|'action quantique de superposition, la composante monopole

2/—
L 9°(P) fio2 2
= IR + D] (69
9°(®) fyop2 .
g— 0= T {"Rl } — 0, et.¥}, (c—0) ne dépend plus quedela composante scalaire dansl'équ. (6.6) :
2
(00 * IDH¢|| (6.6)
Or,pourg— 0, r,— 0et M, — oc, de sorte que la solution monopdle est fortement massive sur cette limite et

n'interagit donc pas aveclathéorie. Lorsquer, — 0, selon la formule de Weitzenbock [407], les équations de monopdles

ne possédent aucune solution L2 non-constante sur [#4, de sorte qu'un monopdle gravitationnel ne peut voir sa taille
tomber a0 sans passer par la réduction dimensionnelleD =4 — D =3 (ou bien D =5 — D = 4 dansle cas du monopdle

2
"cosmologique" de dimension 5). D'ou |Du¢" — 0, de sorte que la composante monopdle -#f, (g—0) dans l'action de
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superposition -, tendvers0 lorsgque g — 0. La seule configuration de champ susceptible de contribuer a I'action est
doncla composante topologique dela configuration instanton %y m(g—0 «* .7 . Anaysons maintenant le contenu dela

contribution du type instanton a la théorie de superposition, sachant que g — 0 projette la théorie au voisinage de la
1

> f d4x R
singularité initiale. Pour g— O la composante perturbative de l'instanton € 9°(0) est supprimée
exponentiellement pour toute valeur non nulle du champ de jauge gravitationnel. Cependant, considérant le terme

topologique 9 f d*x Tr Ruv R Y, la contribution compléte del'action instanton est :

1 4. 52 ~
d*xR 4 uv
~ofd*x Tr R, R
i) o v

C i= e (67)

En appliquant I'approximation du point selle pour g — 0, la contribution devient, au voisinage du minimum de I'action
R=0:

- 0fd4x Tr R,y R
C,~ e (6.8)

Pour R =0, le champ métrique g,, devient une pure jauge et le terme topologique 9fd4x Tr RMV R Y« 0 est donc

conservé. La théorie, vide des contributions physiques du type effet tunnel de I'instanton, ne contient plus qu'une
contribution de type topologique, indépendante du champ de jauge gravitationnel. Cette contribution non perturbative,
induite par la charge topologique del'instanton, a pour uniqueeffet (non physique) de fixer la topologie Riemannienne de
la configuration - i.e. la signature Euclidienne {+ + + +} du champ dejauge au voisinage del'échelle 0 et au point 0.

Nous déduisons de(6.1.6) quelathéorie desuperposition est dominée & I'échelle O par les configurations topologiques de
champ du type instanton gravitationnel. La signature de la métrique en dimension 4 est donc Euclidienne (+ + + +) au
voisinage del'échelle 0. Ce résultat renforce le contenu dela conjecture 5.2.1.

A présent, nous précisonsla contribution del'instanton al'échelle 0.

Corollaire 6.1.7 La contribution del'instanton gravitationnel a I'échelle O est purement topologique et ne comporte
aucune composante physique. L'action topologique de I'instanton induit une signature Euclidienne (+ + + +) sur la
métrigue sous-jacente identifiéeala configuration.

Remar que Par existence effective, nous entendons effets physiques, mesurables par I'amplitude d'effet tunnel annulant la
distance d'universentre deux points séparésdel'espace-temps Lorentzien

1 4 4 O
L'action del'instanton S; = —— {d"xR,, R* + 9(d"xTr R,, R*" adedeux composantes:
T g O R R A AT R
(i) la composante dynamique (physique)
1 4
Si (Physique) = m fd X RAV RMV (69)

impliquée dans"|'effet-tunnel” del'instanton ;

(ii) la composante topologique

4 ~
Si (Topologique) = Qfd xXTr RMV R Y (6.10)

La contribution del'instanton al'intégrale fonctionnelle est alors:
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1 4. 02 ~
d*xR 4 uv

-0fd'x TrR,,,R

2o o Y nv

c,=e (6.11)

et al'échelle 0, donnée par g = 0, la contribution del'instanton est purement topologique. Or, la charge topologique Q est
==

donc entiérement déterminée par le comportement asymptotique du champ de jauge R 0 mais ce n'est pas le
cas pour le potentiel dejauge g,,,, qui devient une pure jauge: guv(x) = U(X)(?“U 71(X) , levide de la théorie
étant non trivial. Les ééments de jauge U(X) &SU(2), xES® sont tels que: U = A+io B, A%+ B? =1
et U(X) représente U: S - SU(2) = S® ou nous trouvons les applications de la sphére s représentant |'espace
physique compact E3, bord del'espace E4, sur I'espace isotopique de SU(2), également isomorphe a S3. L'intégration sur

la famille de sphéres 83 implique donc que la signature de I'espace sous-jacent a la configuration (identifié a I'espace
"physique" ) est nécessairement Euclidienne (+ + + +).

Nous suggérons a présent qu'au voisinage del'échelle 0, la symétrie Euclidienne est restaurée.

6.2 SYMETRIE INSTANTON 0
2

—RD
Nous proposons dansla suite le point devue selon lequel la tracedu noyau dela chaleur Tr (-1)5 € peut étre évaluée
dedeux maniéresduales pour 3 — 0 et pour 3 — co.

Proposition 6.2.1 Dans |'espace de superposition des métriques Lorentziemnes et Euclidiennes, la différence entre les
deux classesdesignatures est un invariant topologique, donné par I'indice de I'opérateur de Dirac dela variété spinorielle
pré- espace-temps, dela forme:

2
Ind D=Tr(1)s e P

avecB € ¢, s éantle nombre demétriques. L'indice, constant et égal a 1, donneune métrique Lorentzienneal'échelle de
Planck et une métrique Euclidienne al'échelleO.

E. Witten amontré [522] qu'étant donnée une théorie quantique des champs supersymeétrique, I'on peut définir la quantité
I =Tr (-1) , f éant le nombre fermionique et | donnant |a différence entre le états bosoniques et fermioniques dans I'espace
deHilbert delathéorie. Nous éendons en supergravité ce résultat en posant :

1=Tr(-1)S (6.12)

1 donnela différence entre e nombre dinstantons et de monopoles gravitationnels dansl'espace de Hilbert de la théorie de
superposition al'échelle 0 et sdésigne le nombre demétriquesdela théorie L'indicesupergravitationnel dépend seulement
desmodesO desétats d'énergie - les valeurs propres de I'Hamiltonien ID2 étant I'énergie - , les états d'énergie non nuls
induisant |'existence de paires monopdles - instantons. De plus, Tr(-1)S est invariant sous les déformations continues de
I'Hamiltonien et constitue donc un indice topologique de la théorie de déformation quantique de la signature d'espace-
temps. Calculons a présent I'indice del'opérateur de Dirac a partir de la régularisation dela trace. L'indice T de I'opérateur

deDiracest donnépar :
R

. 2 2 7fd“‘
t=mrre *? =1r(pse PP = DX [Dy]e® (6.13)
cpl

ou cpl représente une condition depériodicité aux limites. Le Lagrangien Euclidien est donnépar :

\4

1 .

: 1 Dy
L= EngXMXV +Eguv(x)wu

Dt
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D'aprés(5.3.1), latempérature T, dela variété pré-espace-temps a |'échelle dePlanck doit étre considéré comme complexe.
Nous posons donc 3 complexe dans(6.17), desorte quel'indice de I'opérateur deDirac sécrit :

B.D?> _  _E=0  _E=0

1=Tr(-)Se ny > -ng (6.14)

ou n; représente le nombre d'instantons et ny, le nombre de monopdles dans I'espace de superposition. D'apres (6.1.7) 13

1

joue le role de constante de couplage dynamique de la théorie (dilaton complexe A; ) : A = — + 9 et l'indice de
g

|'opérateur |D2 devient:

: R.DB2 iR D2
1 =Tr(nsSe 7 . e (6.15)
2

R D . . o . . . s -
"™ représente la fonction departition desétats dela théorie, construite en métrique Euclidienne

I'exponentielleZ = Tre
~ iR

et correspond au secteur instanton de I'espace de superposition. En revanche, Z= Tr € ' représente |'opérateur

d'évolution dela théorie, défini seulement en métrique Lorentzienne et correspond au secteur monop6le de I'espace de

superposition. Calculons séparément l'indice I - associé & la variété Riemannienne sur laquelle est défini I'opérateur de

Dirac- et le "pseudo-indice" I~ - associé ala variété Lorentzienne - :

R D2

R D2 iR
r e I"= Tr(-1)Se (6.16)

*=Tr(-1)Se

(i) L'indice It sur la 4-variété Riemannienne donne la différence entre le nombre de solutions self-duales du systéme -

R D> =

instantons i - et desolutions anti-self-duales - anti-instantonsi - : 1T =Tr ()Se - 1.

(1) L'indice étant indépendant de 3, nous posons 3 = 0. Tous les états possibles de la théorie sont alors excités dansle
cadre d'une théorie purement topologique et 1+ devient :

lg_g =Tr(-1S (6.17)

cequi correspond al'échelle O dela théorie de superposition, dominée par les configurations de champ du type instantons
detaille 0. Larelation entre I'indice donné par le théoreme d'Atiyah-Singer et la caractéritique d'Euler d'une variété nous

permet deposer lavaleur del™ al'échelleO :

78 Dz E= ~E=
It o=Tr)Se 70 = Trys=i5° - [EF

=1 (6.18)
L'indice est calculé indépendamment du Hamiltonien et la théorie correspondante est nécessairement topologique. La
différence entre nombre d'instantons et d'anti-instantons de la configuration Euclidienne est invariente et égale a 1, quelle
gquesoit I'échelle dela théorie. Nous pouvons donc déduire de (6.18) le nombre dinstantons a I'échelle O correspondant a
I'origine dela variété espace-temps :

al'échelleO, la charge topologique, ou nombre d'instantonsest 1 - i.e. il existe al'origine dela variété de superposition
desmétriquesun instaton gravitationnel singulier detaille O - .

Conformément alathéorie de Witten [524], I'instanton singulier detaille O est le résultat de I'effondrement en un point
desn instantons et anti-instantons gravitationnels existant a une échelle arbitraire. L'effondrement du gaz d'instantons en
un point peut également étre décrit comme un "effondrement Riemannien”, dansl'esprit deP. Pansu [419].

(2) Définissons a présent I* sur la limite singuliére correspondant a B — co. Sur cette limite, la solution classique
instanton n'est plus définie, desorte quele nombre topologique associé a la solution disparait. L'on doit donc sattendre a
cequel'indice del'opérateur de Dirac tombe a0 sur cettelimite. En effet, partant de(6.18) :

~R, B2
13w =Tr(-1)Se (6.19)
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B 2

nous observons quelorsquel3 — e, nous avons € — 0, desorte quel'indicelt devient | E_, = 0 sur lalimite.
L'indicedel'opérateur de Dirac est donc bien défini pour 3 <cc ; toutefois, B — o = T — 0, et l'infinité d'éats excités
sur lalimite 3 =0 seffondrea 3 — oo sur un seul état possible. Lavariété Euclidienne D = 4 sous-jacente est déformée a

B D

I'infini en une variété-limite Lorentzienne de dimension D = 3 + 1, et l'indice IEe «» correpondant a la caractéristique
d'Euler sur une variétédedimension impaire, Sannule.

(ii) Calculons a présent le nombre de monopdles caractérisant la solution Lorentzienne sur les deux limites 3 = 0 et
3 — 0. En métrique Lorentzienne, la notion d'indice au sens strict disparait, mais il subsiste la possibilité de caculer le
nombre monopdlaire, donnépar :

8 D? E=0 —E=0

I~= Tr (-1)Sei =m -m (6.20)

(2) Sur lalimite =0, I'indicemonopblairel~ donnépar (9.24) devient:
Ir = Tr(-1)S 6.21
R— 0 (D (6.21)

La limite (6.26) correspond a la limite de compactification de la théorie Lorentzienne (3, 1) évoquée en (7.2) et sur
laquelle, pour t = 0, la dimension de la variété espace-temps passe, par réduction dimensionnelle, de4 a 3 dimensions.
E.Witten a mis en évidence cette réduction [517]. La variété a donc pour limite (i.e. pour bord) at = 0 la 3-géométrie
Euclidienne E3, dont la métrique est définie positive (+ + +). Or, dans ce cas, la variété sous-jacente étant de dimension

impaire, la caractéristique d'Euler, donnéepar |3 _, o =Tr (-1) Sest doncnulle, desorte que:

g o =Tr(-1)S=0 (6.22)

et I'indice de la 3-géométrie résultant de la compactification de la théorie Lorentzienne &t = 0 est nul. Nous tirons de
(6.22) quele nombre demonopdles est nul sur lalimite d'échelle 0, I'on a mtE_OO —W}EZ_OO =0.

(2) Pour  — 9o (ech. dePlanck et au dela), la solution donnée par
_ iR D?
g = Tr(-1Se (6.23)
. . o . . iR D
devient fortement oscillante. Comme (6.23) n'est pas une distribution, pour —oc, |'opérateur oscillant €
comporte comme (-1) S et ne tend pas vers 0 mais vers la valeur constante finie 1. En effet, I'identité d'Euler permet de

Lr ig
réécrire €
iR D? 2 . o2
e =cos DR +isin DR (6.24)
- i3 D . o _
(6.24) est de module unité, de sorte que € — 1 lorsque [ — <o . Il en résulte pour l'indice sur cette limite :

g » =1, etlenombremonopdlaireest 1 lorsquef — oo .

(iii) Combinant (i) et (ii), nous pouvons maintenant calculer |'indice dela variété desuperposition 1. 1% =+ - I |
correspondant a 3 complexe. L'indiceprend alors la forme construite ci-dessus:

R, D? E=0 _E=0

R D2 iR D?
=Ny -Ny =Tr(-nsSe 7" .e !

I"=Tr(-1)Se (6.25)

et comme I'opérateur matriciel de Dirac a la structure d'un projecteur, au produit des exponentielles (6.25) donnant
1 correspond la somme desindices I* et |-, desorte que,i représentant les instantons et m les monopdles :

. 2 _
= trense ™ 4 et 2 =g - T+ m-m) (6.26)
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Calculons I'indice desuperposition aux limites IS et |, correspondanta B, — 0 et — ©:

I5=10 +1g=1(@ - 1)+ m- M)

soit :

(i-1)=1¢e (m-M) =0,dotly = 1. Deméme, I, =1, + 1, =( - i)o+ (M- M) e comme
(i - 1) =0 et (m- M), =1, nous trouvons pour I'indice desuperposition al'infini 1>

5 =1

et aux deux limites I'indice est identique, de sorte quenous pouvons poser dans|'espace de superposition :

= +
1= =1

+17=G - T)+m-m)=1
soit encore, demaniére équivaente

“1T=(¢ - 1)-(M-m) =1 (6.27)

g2 . A , + - , . . .
et la différence entrele nombre d'instantons et demonopdles donnépar |~ — | représente donc un invariant topologique
delavariété desuperposition. Nous retrouvons alors les deux limites :

Re=0: (i - i)=1< (M-m) =0

et al'échelle 0 la solution a pour charge topologique 1, si bien que |'espace desuperposition est caractérisé par |'instanton
gravitationnel singulier I* detaille 0. Au contraire, sur la limite infinie - i.e. grande échelle - de I'espace-temps, la
solution devient:

Re—o: - (M -m) =1, soit(m-M) =1etalinfini, la solution désormais monopdlaire ne présente plus qu'un
monopdle singulier m.

Nous tirons doncdece qui précede qu'a grande échelle, I'indice de superposition est égal a 1 et la variété sous-jacente est
non compacte, du type (3, 1). La configuration topologique correspondante est donc celle d'un monop6le gravitationnel.
monopdlaire. Au contraire, al'échelle O, I'indice de la variété sous-jacente étant 1, la topologie correspondante est alors
celle d'un instanton gravitationnel detaille 0. La configuration monopdlaire a I'échelle de Planck est "twistée" en une
configuration du type instanton gravitationnel detaille O al'échelle.

De la prop. (6.2.1), nous tirons donc que le point singulier % marquant I'origine du pré-espace-temps a I'échelle 0
correspond a un instanton gravitationnel singulier -i.e. de charge topologique 1 - de taille 0. La signature sur S est
hypersymétrique - i.e. Euclidienne (+ + + +). Plus généralement, |la métrique Euclidienne (+ + + +) portée par l'instanton
detaille 0 dominela théorie de superposition au voisinage del'échelle 0 et, dualement, la métrique Lorentzienne domine la
théorie au voisinage del'échelle dePlanck. Une question intéressante, denature a éclairer la premiére phase d'expansion de
|'espace-tempsdans|e domainedePlanck consiste a comprendre les causes possibles dela transition conduisant I'instanton
delataille 0 au rayon dePlanck. Nous évoquonscette question au chap. 8. et suggérons qu'il existe, antérieurement a la
phase physique d'expansion de I'espace-temps, une phase non physique, de type topologique, induisant une nécessaire
dilatation des métriques Riemanniennes (gaz d'instantons) depuis|'échelle O jusqu'ala longueur dePlanck.

Dans le chapitre suivant, nous considérons qu'au voisinage de I'échelle 0, la théorie physique doit étre remplacée par une

théorie duale, i.e. la théorie topol ogique deschamps. Nous proposons alors une solution possible de la singularité initiale
del'espace-tempsdans|e cadre dela théorie topologique.
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7
THEORIE TOPOLOGIQUE DE LA SINGULARITE INITIALE

Au chap. 4, nous avons discuté, dansle cadre delathéorie KMS appliquée a I'espace-temps a trés haute température
(température de Planck), I'existence des deux classes possibles (3, 1) et (4, 0) de signatures de la métrique. Nous
prolongeonsici les hypothéses deschap. 5 et 6 en discutant quelques arguments d'un genre différent de ceux utilisés
jusqu'ici et suggérant, a leur tour, qu'ala limite déchelle 3 = O (correspondant a une limite de température), la
théorie, de dimension D = 4, devient purement topologique. Dualement, a I'échelle de Planck (R = Lpjanck),
identifiée comme lalimite de "grande échelle", la théorie est detype Lorentzien et également de dimension D = 4.
Rappelons quele Lagrangien adopté au chap. 5 est delaforme

2 *
I-Supergravité = /5 R+?R +uRR

Or, al'échelledePlanck et, afortiori, lorsque 3 — O, il ne subsiste que le terme topologique donné par « RR*, la
théorie étant alors purement topologique. Le Lagrangien "topologique" est donc :

Ltop = RR*

Deplus, il est intéressant derelever I'un deséléments du chapitre 5 d'aprés lequel, dansle domainede gravité quantique
(0 < B< Lpanck), lathéorie peut étrevue, dansle cadre dela transformation

. transformation R
instanton D =4 monopble D =5

comme possedant une dmension supplémentaire (D = 5). Ceci indique I'existence d'un degré de liberté supplémentaire
pour la métrique et rend possible I'existence d'une supergravité élarge, autorisant, dans I'esprit de la deuxiéme
conjecture (5.2.1) du chap. 5, la superposition des deux classes Lorentzienne et Euclidienne de la signature. Nous
considérons donc I'existence d'unedeuxiéme limite topologique de la théorie physique, non triviale, située a I'échelle
3 =0 et doncduale dela limite deWitten (3 — <0).

La limite d'échelle O (limite ultraviolette) duae dela limite & grande échelle (limite infrarouge) de la théorie a un
contenu bien défini en théorie topologique, ce qui suggere une solution topologique au probléme posé par la
Singularité Initiale de I'espace-temps. Les conséquences cosmologiques d'une telle approche (notamment pour ce qui
est del'expansion du pré-espace-temps) sont & nouveau discutées et précisées au chapitre 8.

7.1 THEORIESTOPOLOGIQUES

Nous définissons |a théorie topol ogique comme la quantification dezéro, le Lagrangien étant soit un mode O, soit une
classe caractéristique C, (V) dunfibrévectoriel V—— M sur I'espace-temps, desorte quela valeur del'action :

Sias = {Ldass = Jcn(V) =ke”Z (7.2)

est nulle ou correspond a un nombre topol ogique. Nous adoptonsici |'approche des théories cohomologiques, du type
théoriedeDonaldsonen D = 4. Lapropriétéde (7.1) est queles fonctions de corrélation desopérateurs | ocaux

G(Xpeeee e Xy) =(O(X) O(X,)...... O(X,)) (7.2)

deviennent desconstantesdecorrélation, indépendantes des opérateurs O(X; ) :

J
EG (X X,) =0 VX
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Définition 7.1.1 Lathéorietopologique des champs est définie par un champ cohomologique tel qu’une fonction
decorrélation den observables physiques (O, O, ...... O,) peut éreinterprétée comme le nombre d'intersections

{010,... 0y )= #(HNHN...NH)

den cycles d'homologie H; C M o4 dans I'espace des modules M, de configurations de type instanton [¢(X)]
sur les champs ¢ delathéorie.

Selon la définition habituelle dela théorie topologique (en D = 4), celle-ci est établie lorsquele Lagrangien du systéme
est H = 0, et la théorie est indépendante de la métrique sous-jacente. Nous proposons d'étendre cette définition en
posant qu'unethéorie peut aussi étretopologiquesi €lle ne dépend pasdu Hamiltonien (ou du Lagrangien).

Déf. 7.1.2 Unethéorieest topologique lorsque, le Lagrangien L étant non trivial, celle-ci ne dépend pasdel.

A partir decette définition, nous suggérons quil existe une deuxiéme limite topologique de la théorie, non triviale,
duale de celle donnée par H = 0. Dans ce cas, H = 0 correspondant a la limite déchelle O associée a B = 0. Cest

précisément le caslorsqueL top = RR*

Remarque 7.1.3 |l existe sur lalimite déchellef3 = 0 une limite topologique non triviale de la théorie, duale dela
limite topologique habituelle correspondant a3 — .

L e contenu (thermo)dynamique dela théorie est génériquement décrit par la fonction departition :

Z =Tre A (7.3)
Or, al'échelleR = 0, lathéorie ne dépend plus deH. En effet, sur cette limite telle que la température T — «, (7.3)
devient Zg = Tr (1) — n et H disparait de (7.3) comptant le nombre détats de la théorie. 3 apparait alors comme

constante de couplage, de sorte qu'il existe une infinité détats possibles indépendants de H. Malgré le fait que la
courbure dela variété sous-jacenteR — o (i.e. H = 0) la contribution dynamique alathéorie est nulle al'échelleO, de
sorte quel'on tombe sur une théorie D = 4 purement topol ogique, décrite par le premier invariant de Donaldson

1=> ()™ (7.4)
i
Lalimite B = 0 est naturellement duale dela limite topologique usuelle 3 — o donnée par H = 0. L'opérateur densité

7ﬁH+}\.0

du systéme pré-espace-temps sécrit p =€ , Ag éant un facteur de renormalisation du systéme. Lorsque

3 = 0, I'opérateur densité est alors reduita p = eAO, indépendant de H = 0O, caractéristique dune deuxieme limite
topologique dela théorie, duale dela limite triviale associéealatempérature T = 0 et al'échelle 3 — oo,

Nous avons établi au chap. 4 I'existence dune relation de dualité (i-dualité) entre secteur physique et secteur
topologique de la théorie de superposition. Nous comparons a présent ce type de dualité avec les autres dualités
possibles de la théorie al'échelle dePlanck, lathéorie étant N = 2.

7.2 DUALITESET CHANGEMENT DE SIGNATURE
Lathéorie N = 2 possede deux grandes symétries dedualité:

- la S-dualitéa pour groupe SL(2, 7) et le vecteur ( Fo, F) est transforméen un doublet dela forme:

(22

- la T-dudlité a pour groupe O(p, q; £) et donnela transformation :
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T (FFD); (FD; F) (7.6)

Or, notre hypothése est qu'a partir de I'échelle de Planck, la théorie peut étre décrite par une symétrie plus générale,
non perturbative, unifiant les dualitésS et T et mélangeant le modélesigma et les constantes de couplage de la corde.
Il sagit dela U-duaité. C.M. Hull et P.K. Townsend ont en effet éabli [282] en dimension D = 6 que l'action
effective pour la corde detype Il compactifiée sur un 6-toreest la supergravité N = 8, caractérisée par une symétrie de
dualité E7. Or en régime quantique, celle-ci est brisée en un sous-groupe discret

E/(Z) — SL(2, 7) x O(6, 6; Z)

contenant alafois le groupedeT - dualité O(6, 6; 7) et le groupe deS-dualité SL(2, £). Le groupe de symétrie-miroir
E7 (£) est une"U-dualit€" exacte delathéorie, telle queU =S ® T. En dimension 6, la corde detype IIA sur K3 est

équivalente ala corde hétérotique sur T4, cette équivalence étant décrite par le groupe de U-dualité O(4, 20, #). Le O-
mode du dilaton est relié au couplage dela corde g et tous les champs scalaires de la théorie ont une contribution
équivalente. La compactificationen D = 4 sur |le 2-tore donnel'équivalence entrele champ T de la corde de type 1A et
le champ S dela corde hétérotique au sein du champ U dela corde detype 11B. 1l en résulte la dualité générale SIT —

U évoquée en (4.1.4) et vérifiéepar C. Kounnas et al entre la corde hétérotique Eg x Eg sur K3x T2 et la corde de
type Il sur les variétés Calabi-Y au.

(ii1) Nous conjecturons, a partir de (ii), I'existence dune U-dudité U = S ® T entre le secteur physique (échelle de
Planck) et le secteur topologique (échelle 0) dela théorie. Cette U-dualité, échangeant la dualitéS entre couplages fort
et faible et la duaité T entre échelle de Planck et échelle 0, nous permet de poser |'existence dans la variété de
superposition d'unedualité "de forme" (au sens de E. Verlinde [508]) entre I'origine singuliere et la limite "a grande
échelle" (échelle de Planck) dela variété, i.e. entre le vide topologique (échelle 0) et le vide physique (échelle de
Planck) delathéorie:

U—dualité

Vide physique (B= ¢"pjanck, monopole, (+ + + + -)) Vide topologique (3= 0, instanton, (+ + + +) )

Alors:

Conjecture 7.2.1 Il existe une symétrie deU-dualité U = S® T entre le secteur physique (échelle de Planck) et le
secteur topologique (échelle 0) delathéorie.

A I'appui decette conjecture, rappelonsles résultats deC.M. Hull qui a montré [285] que la théorie duale dela corde
Euclidienne compactifiée sur un cercle genre espace derayon R est la corde Lorentzienne compactifiée sur un cercle
genre temps de rayon 1/R. Considérons ainsi une théorie avec un "target space” plat muni d'une dimension de
coordonnée X ~ X + 1, desorte quel'action du "world-sheet" associéeinclut

1

S =}\.Efd2()'(')axaax+... (7.7)

ol A = R2 pour un cercle genreespace derayon R et A = —F\’2 pour un cercle genre temps derayon R. o2 sont

les coordonnées du "world-sheet". La T-dualité peut étre étudiée en jaugeant la symétrie X — X + ¢ selon [285], ce qui

1

donne l'action S =fd2()(§)\.DaXDax + EabAaabYt..) ot D X=0,X-A,. Le multiplicateur de

Lagrange impose la contrainte Fo, = 0 (Fgyy = 0,4, — 9pA,) et impliqueque A soit une pure jauge. Le champ

multiplicateur Y est avaleursur lecercle Y ~Y +1. Lestermesimpliquant X peuvent étrejaugés desorte que A,
&€

1
devient un champ auxillaire qui peut &tre émiminé pour donner S =A'§fdzuaaYaaY+... ol A'= - &

éant un coéfficient dans lidentité € = e(hachbd — hadhbc) ol hy, est la métrique du world-sheet. Alors
¢ =—1 pour un world-sheet Lorentzien et & =1 pour un world-sheet Euclidien. L'on observe alors qu'a partir d'un

1
feuillet Euclidien, I'on a A'= _I et un cercle genre espace (resp. genre temps) derayon R (dans lequel X est &

valeurs) est échangé avec un cercle genretemps (resp. genre espace) de rayon }{? danslequel Y est avaleurs, ce qui
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T
montre quela signature de I'espace des X est modifiée. La T-dudité correspond aors a I'application X——Y ou
9,X = eababY, doﬂ(r’)X)2 = —e(ﬂY)z. Nous pouvons en tirer en dimension D=3+1 la compactification, a

I'échelle O, dela direction genretemps deoc+ sur le cercle genre temps Sl derayon R = 3. Dualement, a I'échelle de
Planck et au dela, la direction supplémentaire genre espace de o+ est compactifiée sur le cercle i genre espace, de
rayon R = U3, i-dual du cercle genretemps Sl .

Les résultats précédents suggerent donc une possible interpolation, entre I'échelle O et I'échelle de Planck, entre la

forme euclidienne et la forme Lorentzienne de la métrique. Ceci suggére l'image d'une pseudo-gravité tri-
dimensionnelle couplée a deux modélessigma bidimensionnel, couplage du type :

SL(2 B  SL(2 B

(+++) x
SO@2) SO(@2)

D'une maniére général e, nous proposons |'existence, al'échelle quantique, d'un couplage entre le tenseur métrique et
les champs scalaires complexes de la théorie. Considérant la fluctuation du champ de gravitation, nous nous
intéressons aux fluctuations possibles de la signature de la métrique autour d'une solution classique, ce qui nous
ameneareecrire gy sous laformegyy =n v + hyy. Lacomposanten,, représentela partienon fluctuante dela

metrique et hy,,, exprime les variations autour dela solution classique nyy. Nous conjecturons alors que la nature

complexe du champ scaaire dilatonique peut étre considérée comme étant une source possible de la "double
signature” dela métrique en phase de superposition. Cette approche est distincte decelle développée au chap. 4.

Conjecture 7.2.2 Partant d'une signature Lorentzienneen dimension D = 4, en supergravité N = 2 et I'action
restant hermitienne, le couplage entre un champ scalaire complexe ¢ €t le champ métrique Lorentzien gy R peut
autoriser lafluctuation (3, 1) — (4, 0) — (3, 1) dela métrique gy La réciproque reste vraie en partant d'une
métrique Euclidienne.

Soit g le déterminant dela métrique g,y Le couplage génerique T entre le champ dilatonique complexe ¢ - ou
champ S de Syberg-Witten - et le champ métrique peut sécrireen supergravité

I'= &c.4g R (7.8)

Le signe du déterminant deg,,, dépend du dilaton complexe. En effet
I'= (@r+i®)y-gR= @ J-gR+ i djJg R (7.9)
dod T'= @ J-gR+ ®j4fg R

et le couplage entre I'axion ®j et le déterminant de la métrique .‘/-g induit une possible  "superposition” de

signature (3, 1) — (4, 0) de la métrique, lesquelles expriment la superposition des théories Lorentzienne et
Euclidienne &I'échelle dePlanck..

Des approches précédentes, nous tirons I'existence dune correspondance profonde, du type symétrie de dudité, entre
théorie physique et théorie topologique.

Proposition 7.2.3 |l existe, a l'échelle de Planck, une symétrie de dualité entre I'anneau de cohomologie BRST
(secteur physique de la théorie) et I'anneau de cohomologie de I'espace des modules des instantons (secteur

topologique).

Soit, al' échelledePlanck, les groupes decohomologie BRST, dont la forme générique, rappelée dans[217] est :
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(9)
() _ & QpRsr
Hidsr = ——prer (7.10)
'mQIggRSI)'

ou Qé%sr est la charge BRST agissant sur les opérateurs du nombre fantdme g. De la théorie de Donddson
[178][179], nous tirons I'existence, al'échelle 0, desgroupes decohomologie construits par deRham :

) 0]
(i) g k) _ Kerd
H (Mmod) = m (7.11)
ou d(') représente la dérivée extérieure agissant sur les formes différentielles de degré i sur Mr(1|1(c))d' La théorie
topologique réalisealors|' injection d' anneaux qui suit :
* AU g L *x (. (k) d () op(K)
HBrsT=® 4 _¥, Hgrsr——H (Mmod) -® ;X oH (Mmod) (7.12)
qui, selon des conditions précisées dans [217], devient un isomorphisme danneau. Selon [217], il existe donc un

chemin injectif du mode physique dans le modetopol ogique. Traduisonsa présent cetteidée a partir des observables et
des cycles dhomologie de la théorie. Soient O; les observables physiques considérées, telles quune fonction de

corrélation den observablesest e nombre donnépar la matrice d' intersections H; :
10,0, ... 0} = #(H{NHyN ... NH) (7.13)

nombre associéan cyclesd homologie Hj CM y,oq dans!' espace des modules M ;o4 des configurations du type

instantons gravitationnels ~F[¢(x)] sur les champs gravitationnels ¢ delathéorie. Le secteur physiquedelathéorie est
décrit par le membre degauchedel’ équ. (7.30) et le secteur topologique par le membre de droite. L'on observe que

(0102 On) =0, i.e. lathéorie aun contenu physiquessi :

AU =[9"], d*x (7.14)
| u étant le courant fantdme dedegré k, AU son anomalie intégrée. Par ailleurs
dy = dimp Mgfgd (7.15)

est la dimension del'espace desmodulesdedegré k. A partir duth. d' Atiyah-Singer, I'on montre que AUy = dk . De
cepoint devue, les fonctions decorréationd' un esemble d' observableslocales

G(Xq - Xn) ={0(%) ... O(%y)) (7.16)

seréduital’ intégralesur I' espace desmodules du nombre declasses decohomologie del' espace. La charge BRST Q
associéeest delaforme:

Q=3 (1 (7.17)

Lorsque la divergence du courant fantéme est non-nulle, i.e. 9*j , =0, aorslathéorieoscille entre(O;) et (H;) - i.e

entre la branche de Coulomb et la branche deHiggs dans|'espace desuperposition desmétriques- . Pour le mode O de
I' é&chelle, a*j ,=0, aors

{0,0, ... 0, =0 (7.18)
cequi suggére quesur cette limite, la dimension del'espace desmodules M g tombe & 0. En effet, aprés intégration

fonctionnelle sur les degrés delibertés videsdela théorie, les observables physiques sont réduites aux formes fermées
Q; dedegréd, cequi signifie AU = dim Mg et lorsque AU = 0, comme il n'existe pas d' espace de plongement
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pour |'espace desmodules, lathéorieest alors projetée dans la branche de Coulomb, a1' origine de M yjyoq, sur un

instanton singulier detaille O identifié a I'espace-temps al' échelle 0. La signature correspondante a ce secteur dela
théorie est Euclidienne (+ + + +).

Pour renforcer notre hypothése de limite topologique a I'échelle 3 = 0, nous suggérons pour conclure qua I'échelle
[3=0, I'on peut retrouver, sur la topologie Riemannienne dela variété décrivant le pré-espace-tems, le premier invariant
deDonaldson. Ceci nous incite a voir dansla théorie topologique une solution au probléme dela Singularité initiale.

7.3 SINGULARITE INITIALE ET PREMIER INVARIANT DE DONALDSON

Du point devue topologique, les invariants de Donal dson sont obtenus a partir des classes caractéristiques dun fibré de
dimension infine sur la variété dedimension infinie canoniquement associée a une variété dedimension 4:

Définition 7.3.1 Soit unevariété M dedimension 4 et soit le fibrévectoriel :

(M, P) x5 p T(A% ® AdP) — (M, P)

Alors, laclassed'Euler decefibré, donnée par :

e{A(M,P) x5 m py [ (A% ® AP} EH™ M{(B(M,P) ; Z} = H{B(M,P) ; Z}
est I' invariant deDonaldson deM. L'on pose quek est un nombrefini et

H* {B(M,P) ; Z} =H{B(M,P) ; Z} est ladualitédePoincaré

A partir desdéfs. ci-dessus, nous proposons demettre en évidence que le point "singulier" d'échelle R = 0, détecté par
|a théorie topologique, correspond au premier invariant deDonaldson dela théorie.

Proposition 7.3.2 Lalimite deshautestempératures dela théorie quantique deschamps correspondant a3 = 0 dans

lafonction departition Z =Tr (-1) Se - ® donnele premier invariant de Donaldson. La signature dela métrique dela
variété sous-jacente dedimension 4 al'échelle 0 est donc symétrique Euclidienne (+ + + +).

Remarque La limite topologique ordinaire de la théorie quantique des champs, décrite par l'invariant de Witten

Z =Tr(-1)" est construite & partir dela fonction departition Z = Tr (-1)"e ~ BH pour les valeurs nulles (ou invariantes)
deH. Or, nous proposonsici une nouvelle limite topologique de la théorie des champs, non triviale, construite non
plus & partir deH = 0 mais de3 = 0. Le théor. de Gilkey-Patodi [240] [241] précise le contenu de I'information
tm2
topologique sur la limite 0. Lorsque t = O, a partir de Tr (-1) e th
t—0
Hamiltonien IZ)2 (carré del'opérateur deDirac). On trouve alors le secteur topologique non trivial dela théorie, dua
du secteur topologique habituel correspondant a H = 0. Dans ce cas, la fonction de partition redonne la structure

topologique del'invariant deWitten Z = Tr (-1)7, mais Z est alors associé au mode0 (B = 0) del'échelle du systéme :

, la théorie devient indépendante du

Z =Tr(-1%

Ce nouvel invariant, isomorphe au premier invariant de Donaldson Z :E(—l)ni est explicitement associé a la
i

singularité initiale du pré-espace-temps, atteinte pourr lavaleur 3 =0 delafonction de partition des états. Pour cette

raison, nous proposons d'appeler "invariant desingularité" ce nouvel invariant.

Arguments Soit Z=Tr (-1¥ e~ ¥ Z peut étre interprété comme la fonction de partition a la température 31
associéea un ensemble décrit par la matrice densitéq = (-1)% . Nous pouvons alors écrire :
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Tr(-Doe =™ = [d¢(t) dy (t)exp- S (¢, o) (7.19)

CPB

A la suite destravaux deWitten [516], il a été montré par L. Alvarez-Gaumé [6] qu'étant donnée une théorie quantique
des champs supersymétrique, 1'on peut définir I'invariant topologique | = Tr (-1), f éant le nombre fermionique. Nous
suggérons d'étendre en supergravitécerésultat, afin qu'il soit possible a partir del'indice de I'opérateur de Dirac dela
variété spinorielle pré-espace-temps, dedéfinir I'invariant topol ogique

1=Tr(-1S (7.20)

1 donnela différence entre e nombre dinstantons et de monopoles gravitationnels dans|'espace deHilbert dela théorie
a l'échelle 0 et s désigne le nombre dinstantons. Les propriétés de la supergravité sont telles que l'indice
supergravitationnel dépend seulement des modes 0 des états d'énergie - les valeurs propres de I'Hamiltonien ID2
paramétrant |'énergie- , les états d'énergie non nuls induisant |'existence depaires monopdles - instantons. Tr (-1)S est
invariant sous les déformations continues de IZ)2 et constitue doncun indice topologique de la théorie de déformation
quantique dela signature d'espace-temps. Le calcul del'indice de I'opérateur de Dirac a partir de la régularisation de la
trace(7.22) donnel'indiceT del'opérateur deDirac:
R
- fdt L
R D?
=Tr(-)Se *° = f[ Dx] [Dy]e © (7.2)
cpl
avecR. € C. Lorsque R =0, lalimite delafonction departition Z =Tr (-1) S efﬁ’C H est :

. 3 2
T=TrTe B P

Zo=Tr(-1)S (7.22)

et Witten amontré queTr (-1)" peut étre compris comme |'indice d'un opérateur agissant sur |'espace de Hilbert # du
systéme. Partageons # en un sous-espace monopdle et un sous-espace instanton # = # ., + # ; Q éant un
générateur desupersymétrieil résultede(7.19) Q) =0, Q" ) =0. % et ¥, définissent les états monopdles

et instantons al'échelle 0. Comme Q est adjoint deQ* en regard dela norme del'espacedeHilbert, I'on a Tr (-1) S =

KerQ - Ker Q* , de sorte qu'en tant quindice topologique, Tr (-1)S est invariant sous les déformations continues des
paramétres de la théorie qui ne modifient pas le comportement asymptotique de I'Hamiltonien a haute énergie. Le
Hamiltonien correspond au Laplacien sur les formes H = dd* +d*d et I'espace des états d'énergie O est donné par
I'ensemble desformes harmoniques paires sur M:

n
Tr(-1)Se - =y (M) = E(—l)kbk (7.23)
k=0

ou (M) est la caractéristique d'Euler deM et h lei ®me nombre deBetti. A= Tr (-1)Sest indépendant deR, les seules
contributions a A provenant du secteur topologique dénergie0 : A =n; (e=0) - N , (=0 A est donc un invariant
topologique. Montrons que cet invariant est le premier invariant de Donaldson. La constante de couplage g de la

théorie est dimensionnelle: g — d'(p), p éant le rayon de l'instanton. La limite 3 = O implique donc p = 0 et
correspond au secteur desinstantons detaille 0. Or, sur lalimite3 =0, Dim M ,, = 0.Lorsguela dimension de |'espace

desmodules desinstantons est non nul, les invariants de Donaldson sont donnéspar :
Z( ) = DXe’S W, /1_[ \ (DIM M | = 0) (7.24)
riee v =f f ki = \ / K :
i
Qu'en est-il de ces mémes mvanants lorsque I' espace des modules est de dimension 0 ? La solution est dans la
correspondance entre les invariants de Donaldson sur les variétés de dimension 4 et les groupes d'homologie de A.

Floer [216 - 518] sur les variétésdedimension 3. Coupons la 4 - variétéM en deux parties non ferméesM™ et M ~:

M=MT Uy M- (7.25)
ou lesbordsdeM™ et M - sont des 3-sphéres dhomologie. Soient St et S - les sphéres d'homologie formant les
bordsde M™ et M ~. Considérons leur homologie de Floer HF+ (M%) et HF+ (M"). Pour une charge topologique
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donnéek, nous considerons les instantons gravitationnels sur les 4-variétés I\/l+ et M ~. Les solutions des conditions
aux bordspermettant dedéfinir la connexion sur les bords S' sont notées C' . Dans ce cas, C.Nash a montré [410]
guel'espace desmodules desinstantons sur la variétéfermée M devient c'ncC = My . Les conditions au bord
permettent de construire deux classes d'homol ogie deFloer [CI] = HF* (SJ_r ). Donaldson montre que le couplage de

ces classes fondées sur la dualité de Poincaré donne [C™] % [C ] = i (M), oli % représente le couplage des cycles
d'homolaogie. Or, d=0 correspond ala dimension 0 del'espacedesmodules. Dans cecas, il aété montré [410] que les
invariants de Donal dson deviennent des entiers. En effet, I'évaluation de l'invariant ¢y (M) impliqued =dim M /2.
La charge topologique k doit donc satisfairel'égalité deWitten, soitdimM =8 p; (E) - % ¢ (M) + o(M)), ou py
(E) est le premier nombre de Pontryagin du fibré donnant la charge topologique de la configuration, x (M) la
caractéristique dEuler et o(M) la signature de M. Nous avons aors 8p;(E) - %(X(M) + o(M)) = 0 et I'espace

modulaire M, est réduit a un ensemble discret depoints. Pour dim M, = 0, les invariants de Donaldson se réduisent a
|'évaluation dela fonction departition Z, exprimée comme une somme algébrique alternée sur les instantons :

Z= E (-p"i (7.26)

i désignantlei ®meinstanton et nj= 0 ou 1 déterminant le signe de sa contribution & Z. Donaldson a montré sur des
bases topologiques [178] quelorsquedim M |, = 0, aors E(—l)ni est un invariant topologique non polynomial,
i

réduit & un entier. Nous retrouvons le méme résultat & partir de Taﬁ = {Q , Aaﬁ } La fonction de partition Z ala

température 31 a la forme générale Zq=Tr (-1 € ™. Pour R =0, Zg devient Z =Tr (-1)S. Or, Tr (-1)5 est
3=0

isomorphe a E ( —1)n ", s et nj donnant dansles deux casle nombre dinstantons dela théorie. Z = Tr (1)S redonne
- =0
|

donc le premier invariant de Donaldson, et projette la théorie physique Lorentzienne sur la limite topologique
Euclidiennepour dim M, = 0. Une autre maniéredeparvenir a cerésultat consiste a poser :

1
<P>= E;DFeXp[—ﬂ P(F)

1
Pour S =0, I'on obtient, d' aprésDonaldson[179] < P > = E EPn. Or, lorsque dim Mk =0, < P > seréécrit :
My

1 . .
<P>= Z E(—l)n' =k, desorte queZ = E(—l)n' , COMmMe requis.
i i

A lalimite deshautes températures 31 = 0 paramétrant I' échelle0 dela théorie, la fonction departition Z nous donne
doncle premier invariant de Donaldson décrit par I'équ. (7.26), projetant la théorie physique Lorentzienne sur la limite
topol ogique euclidienne.

Une question ouverte est, naturellement, celle du début de I'expansion du pré-espace-temps : comment expliquer la
transition del'échelle 0, représentée par un instanton singulier detaille O, a une échellenon nulle ?

Dans le chap. suivant, nous considérons, entre |'échelle O et I'échelle de Planck, I'existence d'une phase d"'expansion
topologique" précédant I'expansion physique standard. Nous nous efforcons ains de compléter le point de vue
topologique sur la Singularité Initiale, en discutant notamment I'expansion de la solution instanton de taille 0 ains
guel'amplitude topologique associéeal'échelle 0.

-90-



Chapitre 7. Théorie Topologique de la Singularité Initiale

-01-
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8

THEORIE TOPOLOGIQUE DE L'EXPANSION
DU PRE-ESPACE-TEMPS

Le point de vue suggéré dans ce dernier chapitre par nos résultats et conjectures antérieurs (notamment ceux des
chaps 5 et 6) est quel'on peut raisonnablement supposer |'existence, antérieurement ala phase physique d'expansion
del'espace-temps, d'une phase d'expansion detype topologique. Nous proposons |'hypothese selon laquelle la source
de ce "Big Bang topologique" réside justement dans le terme topologique < RR* du Lagrangien de supergravité
proposé au chapitre 5. En effet, ce terme représente la densité de charge topol ogique del'instanton. Or, a I'échelle 0,
ce terme devient dvergent, de sorte que I'instanton O est instable et tend, pour rgoindre son état fondamental, a
maximiser son rayon. De |a I'expansion de la solution instanton singulier de taille 0. Certains arguments
complémentairesprésentésau chap. 6, en relation avec la théorie des instantons gravitationnels, rendent plausible
I'hypothése selon laguelle, durant |a phase topologique décrite au chap. 7, peut étre considérée, comme modéle d'une
"expansion topologique" du pré-espace-temps, |'existence d'une dilatation de la métrigue Riemannienne depuis
I'échelle O jusgu'a la longueur de Planck, une telle expansion étant exactement décrite par le monopdle
gravitationnel cosmologiquededimension 5 discutéau chap. 5. Nous décrivons cette expansion comme l'inverse de
I'effondrement Riemannien de Cheeger et Gromov [419]. Dans une autre perspective associée aux précédentes, nous
discutons également |'idée, esquissée au chap. 4, quele flot despoids de I'algébre Mg ; detype lloo correspondant a
I'échelle 0 engendre une dynamiqueen temps imaginaire pur, duale dela dynamique en temps réel mise en évidence
par A. Connes [149], et vueici comme source de la dynamique en temps réel. Nous discutons, en conclusion, un
Principe de Singularité possiblement fondé sur I'existence d'une amplitude topologique associéea |'échelle 0.

Note De méme quedans le chapitre 5, dans ce chapitre, notre propos n'est pas de construire de nouveaux résultats
mathématiques mais plutdt d'utiliser certaines notions de la théorie des algebres de Von Neumann pour étayer les
motivations physiques denotrerecherche.

8.1 FLOT EUCLIDIEN A L'ECHELLEO

8.1.1 Flot despoidsdeM; et pseudo-dynamique Euclidienne

Certains résultats obtenus au chapitre4 & propos du flot despoids del'algebre M ; detype |1, décrivant les états

delamétriquessinguliere a I'échelle R = 0, nous ont incité a discuter I'existence d'une "dynamique Euclidienne” a
I'échelle O, susceptible de fournir un modéle plausible de I'expansion du pré-espace-temps a partir de I'échelle O et
dont la source, duale dela source Lorentzienne mise en évidence par A. Connes et C. Rovelli dans [147], est
purement algébrique. Nous proposons d'associer cette dynamique Euclidienne au flot despoids du facteur M o1 -

Conjecture 8.1.2 Le flot des poids del'algebre Mg, ergodique, engendre a I'échelle 3 = O une dynamique
Euclidienne en temps imaginaire pur quel'on peut considérer comme source dela dynamique en temps réel.

Mo ; est un facteur hyperfini de typelloo. Plus précisément, si nous appelonsMg 1 = R ® F le facteur du type Rg 1
correspondant al'échelle singuliére 0, comme toutes les transformations ergodiques a partir de Mg 1 (flots associés a
I'éch. 0) sont faiblement équivalentes [149], Mg 1 est un facteur hyperfini, du type ITPF d'Araki-Woods [31]. Le
facteur Mg 1 est alors canonique. Plus généralement, il existe ainsi trois échelles (correspondant aux trois régions du
cbne de lumiére cosmologique dans le shéma (0.1) :

(i) I'échelle singuliere (échelle O associée a R=0) décrite par I'N'TPFI detypelloo , qui est Mg 1 ;

(ii) I'échelle quantique de superposition (0<R<A. pianck), hon commutetive, decrite par Mg ITPFI detype 11l , soit
Rj, = lloo =<lg Z. Nous écrivonsalorsMg=M g1 =<l Z.
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(iii) I'échelle semi-classique (B >A panck), commutative, décrite par le facteur M de typel.

Nous proposons d'établir la plausibilité de (8.1.2) au terme destrois conjectures suivantes :

Conjecture 8.1.3 Le flot despoids 6 del'algeébre M est conservé al ‘échelle 0.

Note: al'échelle =0, Mq=M g1 =<l Z est entierement décrit par Mg, 1, desorte que le flot des poids de Mq
se réduit aors au poids dominant deMg 1. Pour illustrer le propos, nous continuons cependant a parler deflot des
poidsdeMg

Soit aprésent I'application o : Mg > M telle que:
0(Mg) — A Mq A avecte

o étant |e groupe a un parametre des automorphismes de I'algebre Mq de type 111 correspondant a I'état o de la

métrigque quantique. Dans ce cas (échelle quantique de superposition), selon nos résultats du chapitre 4, le paramétre
d'évolution du systéme pré-espace-temps peut étre considéré comme holomorphe.

A présent, considérons l'instant t = 0 (a I'échelle singuliére 3 = 0) du pré-espace-temps. Le groupe modulaire
associé a l'état o sur Mg a un instant t devient opM = M et ['évolution temporelle paramétrée

paroy (M) = e'HtMC e Maecten redonne M¢ = Mg 1 pour t =0
T, (Mc) =Mc=Mo1

~ ,, . . R . HR3 - HR N
De méme, I'évolution en temps imaginaire pur, donnée par 0 z(My,) =€ "M, € redonne Mg 1 a
I'echelle B = 0 du systéme. L'on peut en déduire queles automorphismes généralisésen temps holomorphe exprimés
par ()t(Mq) = A" Mq A" avect € C redonnent encore Mo,1 pour tcomplexe = 0. Une autre maniere, plus

suggestive, de parvenir au méme résultat consiste a considérer le groupe des automorphismes en temps R3¢
complexe, delaforme:

og (M)=e"*m, e H*

L'on observe quepour Rc =0, Uf3c=0(Mq) =M, . lequel sécrit Mg=M g1 ><ly Z. Mais sur la limite R = 0,
la factorisation semi-directe par Z disparait et Mq devientisomorphe aM o1 : Mgc=0) =M o,1. Or, sur t =0,
les théoreme de Tomita et de Radon-Nikodym deviennent vides et il n'est plus possible d'engendrer une évolution
temporelle correspondant aux constructions du type Connes ou Tomita-Takesaki. En revanche, |a théorie des poids
permet d'énoncer quat = 0, I'algebre Mq conserve (i) le poidsq qui la définit et (ii) le flot W, des poids de
l'agébre M sous l'action de R™, . La définition tirée de I'action multiplicative de B,", ¢ — Agqest
indépendante det. De méme dansnotre approche, le flot despoids deMq est entierement défini par |a trace de Mo, 1
et correspond au poids dominant donné par

p(A)=eBH A efH (8.2)

et I'on observe que ¢(A) est indépendant det. Lorsquet = 0O, le flot des poids est donc conservé et est donné,
conformeément aux résultats du chap. 4, par les automorphismes deMg, 1 en temps imaginaire =i t engendrant le

flot ergodique p(Mp,1 ) despoidsde |'algébre.

Etablissons a présent le lien entreflot despoids et existence d'une dynamique Euclidienne.

92



Chapitre 8. Théorie Topologique de I'Expansion du Pré-Espace-Temps

Conjecture 8.1.4 Al'échelleR = 0, I'on peut considérer sur la variété pré-espace-temps donnée par la géomatrie
del'instanton singulier detaille O une pseudo-dynamique Riemannienne correspondant au flot des poids de I'algebre
MO,l'

Arguments F. Combes a montré [137] quel'existence d'unealgebre quelconque M et d'un état « sur M implique
necessairement |'existence d'un flot despoids deM associé. Soit aprésent Mg 1, I''TPFI detype lloc correspondant

al'échelle 0 del'espace-temps. De méme qu'entemps réel, il existe une dynamique canonique donnée par le groupe
modulaire, il existe doncal'instant t = 0 au niveau de l'algebre Mg 1 une “pseudo-dynamique” intrinseque, donnée
par le poids dominant de Mg, dans I'espace des poids du facteur. La proposiiton 4.4.1 suggére que le poids
dominant de Mg ; - que nous interprétons comme flot dans I'espace des poids de Mg, - décrit un flot temporel
Euclidien, correspondant aux automorphismes de Mg donnés, en temps imaginaire pur B=it, par les
automorphismes deMg ; :

HR3 - HR
opr(My,) =€ "My, e (8.2)
le flot temporel exprimé par les automorphismes Lorentziens oy (M) = e'HtMC e "M gant dlors prolongé, a
t = 0 par le flot Euclidien 0 z(M,,) =€ HBMQ1 e HE e groupe unitaire a un paramétre en temps réel

associéa U (M), soit U(t) = A"t conserve bien |'opérateur modulaire A pour t = 0, ce qui permet I'extension

andytique de A A |~ AL igen € il devient possible de construire le prolongement analytique du

groupe modulaire Lorentzien oy (M) = A M. A versle groupe modulaire Euclidien:
0p(My,)=A B Mos AP

Or, la dynamique Euclidienne est canoniquement associée a l'algebre Mg ;. En effet, I'existence des poids est

associée aux algebres Hilbertiennes a gauche. Dans le cas de mesures non bornées relatives au domaine non
commutatif, toute algébre de Von Neumann est donc définie par un poids. Inversement, M. Tomita a montré que
toute algébre Hilbertienne a gaucheest engendrée par un poids semi-fini, normal et fidéle sur une algébre de Von
Neumann a gauche. A toute algebreMqou Mg 1 , nous pouvons donc associer I'analogue d'une mesure qui prend la

formedutriplet :
{, Mg 24} (83

le groupe modulaire X, , trivial pour A =1, est unimodulaire. A I'instant t =0, le groupe modulaire Lorentzien
peut étre prolongé par le semi-groupe modulaire Euclidienet le triplet (10.3) devient:

{vaqug{}

et nous retrouvonsle flot des poids naturellement associé a Mq pour t =0. Or, lanatureergodique duntel flot a été

démontrée par Takesaki [484]. Considérant un point (p, q) dansun sous-espace S del'espacedesphases P et I'espace
de Hilbert desfonctions dynamiques de carré intégrable sur S, selon le théoréme de Von Neumann , le produit

intérieur (f, ) = ff(q, P) 9 (q, p) du ¢ définit une norme | f | et il existe une fonction f tele que

S

lim] - 7=

R’ représentant la température du systéme. Pour que le th. principal de Von Neumann soit vrai, aucune trajectoire
d'aucun point sur le flot despoids ne peut rester confinéea un sous-espace del'espace des phases. Dans ce sens, soit
{X, u} une mesurestandard o - finie et {S,) un groupe a un parametre detransformationssur { X , u} tel que(t, x)
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ER.X > S, x EX estuneapplication Borelienne. Soit C = L*(X , ) et soit 0 ; (a) (X) :a(SE1 X), a &€ C,

t €R, x € X. M. Takesaki a montré que {C, 6} est ergodique en ce sens que C 9 =cC. Leflot ergodique
correspondant a été construit par A. Connes [149] et classifié par W. Krieger [318] et représente un invariant W(M)

del'agébreM impliquant une action multiplicative @ = A ¢ deR” surles poids ¢ del'agébre. Cette action est
ergodiqueet 6 : R > Out M = Aut M / Int M est indépendante du poids de l'algebre. 1l existe en effet un
homomorphisme canonique del dansOut M définissant une classe indépendante du choix de ¢: & (t) = Classe de

g (pt , l'image ded étant contenue dansle centredu groupe Out M et T (M) = Ker & formant un sous-groupe de [t,

invariant deM. Nous proposons doncle remplacement sur M de la classe de poids ¢ Lorentziens par une classe de
poidsy Euclidienssans modifier le résultat général de Connes. Le flot ergodique Euclidien représentant le flot des
poidss' écritdoncd,, :

R* > OutM =AutM /Int M

et conduit al'existence du groupe modulaire Euclidien construit en (4.4).

A présent, notre troisiéme conjecture est quele flot en temps réel peut étre considéré comme engendré par le flot des
poids en temps imaginaire

Conjecture 8.1.5 Leflot d'évolution en temps réd sur I'espace de superposition S peut étre considéré comme
engendré al'échellel’ = O par le flot despoids del'algebre Mg 1 detype Il

Note : partout dansl'étude, Mg 1 intervenant dansMq= Mo 1 =<y Z est un facteur hyperfini detype Ile, I TPFI.

Arguments Nos arguments du chap. 4 indiquent qu'il est raisonnable de considérer qu'a I'échelle de Planck,
|'espace-temps est soumis a la condition KMS . Une telle hypothése implique, dans les limites de la bande
holomorphe de largeur B = L . que le flot temporel soit également considéré comme holomorphe. Or,

considérant une algébre de Von Neumann M et un poids ¢ normal et fidele sur M, (i) le théoréme de Tomita
montre quele groupe modulaire o (pt A est I'unique groupe a un parametre d'automorphismes de Mg vérifiant la

condition KMS. L'on en tire qu'atout poidsfidele sur M correspond un groupe unique d'automorphismes de Mq tel
que:

o (Mg) =AY My A" (8.4)

ou |'opérateur modulaire A(p est le carré du module de l'involution x — x*, opérateur non borné dans L? (M,¢)

complétéde{x €M, cp(X* X) < OO} correspondant au produit scalaire < x , y > =¢ < y* X >. Par ailleurs,
Araki et Woods[31] ont mis en évidence le lien entretout facteur M et les deux invariantsr,, et r, tels que:

M) ={A,M®R, ~M} & r,(M={A,M®R, ~R, }

Or, A. Connes amontré [149] queles invariants dAraki et Woods sont isomorphes a S(M) et T(M) et liés au flot
ergodique W(M) :

I, (M) =S(M) =N spectreA(p

2

M) =T ={ €'°, 3 ¢ (M) : 0% =1}

@ étant un état normal et fidele sur M. S(M) couvredoncle spectredel'opérateur modulaire A(p et T(M) correspond

aux périodes possibles du groupe d'automorphismes modulaires de M. La construction ci-dessus, compl étée par la
forme non commutative du théoréme de Radon-Nikodym [149] achéve de formaliser |a correspondance entre tout

poids ¢ sur M et les automorphismes o (pt A deM. Leth. démontre en effet qu'étant donnésune algebre M et un

poids fidele ¢ sur M, (i) pour tout poids fidele«p sur M, il existe une application continue unique de [} dans le
groupe unitaire U deM muni dec (M, M*) telle que
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- ¥
Uippe =U 0 Ty (Uy)

et, inversement, (i) considérant I'application continue t > U, deR dansU telle que

Uppq =U O qut (Up ), Vit e R,
il existe un poidsfiddey uniquesur M tel que (D1 : Dg) = U. Le théoréme de Radon-Nikodym montre donc

gue le groupe d'automorphisme modulaire change avec le poids ¢, le changement de o (pt A Seffectuant a

I'intérieur d'une classe invariante (modulo, bien entendu, les automorphismes intérieurs Int M). Et nous retrouvons
I'homomorphisme canonique de? dansOut M, T" représentant |a classe d'automorphismesindépendante deq :

d(M)=T(o%)

T (M) =ker & étant un sous-groupe deR. Il est alors possible decalculer T(M) apartir detout poids ¢ fidéle sur M,
cequi, dans le sens denotre démonstration, revient précisément acalculer les classes det pour lesquelles O(pt est

0

un automorphisme intérieur. Ainsi, calculons e groupe d'automorphismes modulairesdeq = @ ¢, , M étant

v=1
un facteur dAraki - Woods[31] dutypeM = ® (M, ,@,,). Nous obtenons :
v=1
v=1
et T(M) est obtenu [149] a partir desvaleurs propres(f J. )jzl...n de
T € T(M) — E 1- [ ST %
0 | E
v= 1\ J
Il existe alors entrele flot despoids
¢Mo,)= e " Mgz e®" (85)
et le flot modulaire
it —it iHt — iHt

une correspondance biunivoque résultant d'unetransformation dedualitédu type i-duaitéentreq (A) et & (pt A.A

toute valeur de 3 (imaginaire pur) du flot des poids est donc associée une valeur det (réel) dansle flot modulaire
dual, desorte que(8.5) et (8.6) doivent &reréécritsavec3, t & C, dou:

¢rc Mg) = e " Mge®" avecR =R +it, et
iHt — iHt, _ :
o (Mg) ="M, e avect (=t +iB,

Le couplage entre flot Euclidien des poids et flot d'évolution temporelle résulte non seulement des théoremes
utilisés mais, plus profondément, dela construction KMS et de |'existence de la bande holomorphe 3. Considérant
le pré-espace-temps, nous en concluonsqualinstant t = 0, i.e. avant I'existence du temps physique, il existe une
évolution Euclidienne, paramétrée en temps imaginaire pur par les valeurscroissantesdef3 =1 / k T et induite par
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les automorphismes de semi-groupe correspondant au flot ergodique des poids ¢ (A), ce flot induisant & son tour
I'existence du flot modulaire & ¥y A doliest issu le flot temporel réel 7 ¢ (A).

Les conclusions ci-dessus nous conduisent de maniére naturelle vers une nouvelle interprétation du modele
d'expansion del'espace-temps. Notre point devue est alors quela phase d' expansion topologique est caractérisée par
I" expansion del’ espace desmodulesdel’ instanton O.

8.2 EXPANSION DE L'ESPACE DESMODULESDE L'INSTANTON 0

8.2.1 Instantonsdetaille O et expansion topologique

Montrons a présent quela solution instanton detaille 0 est par construction instable et est nécessairement soumise
a une expansion topologique, dans la mesure ou, comme établi ci-dessous, I'instanton gravitationnel singulier
résulte del'effondrement d'uneinfinité dinstantons detaille non nulle sur le méme point S.

Proposition 8.2.2 La solution instanton gravitationnel singulier detaille O caractérisant I'origine du pré-espace-
temps résulte de I'effondrement d'une infinité dinstantons gravitationnels de taille non nulle sur le méme point
singulier S.

Un instanton detaille O correspond alavaleur g= 0 pour la partie réelledela constante de couplage de la théorie.
L'action gravitationnelle du type instanton est delaforme:

d*xR,, R* +9fd*xTr R VE{““ (8.7)
9%(p) JEXR J !

Comme £ doit étre sans dimension et que g a une dimension en théorie gravitationnelle, il est nécessaire de

coupler g et p dansl'action. A lalimite g= 0 correspond donc l'instanton 0. Or, la taille 0, comme nous le
montrons a la prop. suivante, est caractériste par des vaeurs divergentes de la densité daction

Tr R‘VR“" Tr &VR“"
3 (§) = ———=—— — @, deladensitédecharge topologique d (Q) = ——————— — % et del'excitation

/A 2\
\Q7)

topologique xtv = , V éant le volume de I'espace-cible, I'instanton O induit I'existence d'une singularité

cdnique dans I'espace des modules de I'instanton - dans la structure différentiable et dans la métrique -. Cette
singularité est décrite par la mesure dinstanton du det'Hooft [463] :

d 8n?
du =K. o xp —o EXPl-—— 8.8)
P 9°(p)
Comme l'instanton gravitationnel est identifié au pré-espace-temps a I'échelle de superposition, la singularité dans
4 1
3

1
I'espace des modules del'instanton est également I'échelle 0 del'espace de superposition [ '" ™ - i.e. la singularité
initidle & del'espace-temps- .

A présent, montrons quetous les instantons et anti-instantons du systéme convergent vers le méme point singulier

5. C. Callan et a [463] ont établi quela densité decharge topologique entre un instanton | et un anti-instanton |
est delaforme:
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1
d2 _PZ
ol dest ladistance entrel et 1, p étant lataille des deux configurations. Au voisinage de la singularité initiae, la

taille des (anti)instantons est voisine de 0. En revanche, la distance entre | et | peut ére différente de O.
Supposons quenous ayonsp =0 et d= 0. Alors, (8.9) devient:

RR* = 89

RR* ~ diz

Or, s ladistance &® entrel et | était finie, alorsladensitétopologique Tr R, ,R** et ladensité daction Tr R, R*
demeureraient également finies, ce qui n'est pas le cas dansle modelestandard. Cette hypothéese conduirait en effet a
la disparition dela singularité initiale S puisgue, par construction, les mesures de Tr R, ,R*Y et Tr R, R*¥* sont
divergents sur le point . Nous en concluons donc que lorsque la taille des configurations instanton est nulle, la

distance d séparant les (anti)instantons est nécessairement nulle. L'ensemble des paires {1 —T} seffondre donc sur le
méme instanton gravitationnel singulier - ou instanton O - au point singulier .

L'intérét dela limite correspondant a I'effondrement en temps imaginaire de S® engendrant l'instanton O est qu'il
existe un éclatement Riemannien deS® ® R en temps imaginaire, induisant la croissance du rayon dinjectivité de la
solution instanton gravitationnel.

Proposition 8.2.3 L'instanton BPS detaille O est instable a I'échelle O et est nécessairement soumis a une
expansion de son rayon jusqu'a la limite p — o correspondant a |'état fondamental de la configuration. La
croissance en temps imaginaire du rayon del'instanton correspond ala phased'expansion topologique du pré-espace-
temps entre'échelleO et I'échelledePlanck.

L'instanton BPS (au sens de [463]) générique SU(2) ® SU(2) est centré & I'origine. Comme la constante de
couplage dynamique en gravité quantique a la forme du dilaton complexe

rA=1g?p)+ih

la théorie n'est pas invariante conforme et la limite g = 0 correspond a une valeur divergente du dilaton de la
théorie, comme souligné par C.G. Cadlan, J.A. Harvey et A. Strominger dansla définition du champ scaaire du
type dilaton couplé aux instantons detaille 0 [113]. La densité d'action & (S) del'instanton O est une fonction A &

I'échelle : 16 (S) — o0, deméme quela densitédecharge topologique : & (Q) — < et |'excitation topologique

/QZ\
Xt\/ = \ /—> w. Leslimites divergentes montrent quel'instanton O représente un choc de Dirac a l'origine. |1
s agit doncd'uneconfiguration instable, qui atendance a maximiser son rayon p. En effet, soit |'action :°

1 ~
S = 70 fd4x Ry R +9 fd4x Tr R R™ (8.10)

S diverge sur lalimiteg(p) = O et la contribution instanton al'échelle 0 est donc:
Zi=exp(-9 =0

pour tout R = 0. Or, toute solution instanton cherchant par construction & minimiser I'action Euclidienne,
I'instanton O tend a minimiser I'action (8.10). Cette contrainteimplique doncpour I'instanton O I'existence d'un état
fondamental correspondant alalimite asymptotiquement plate (ALE), I'action sur cette limite étant non seulement
finie mais également minimale :

R, R =0

et ladensitéd'action, comme la densitédecharge topologique et I'excitation topologique, tendent vers O sur cette
limite. Ajoutons quela hauteur dela barriére a franchir par effet tunnel viala configuration instanton varieen p=! et

est également nulle sur lalimite. Laminimisation de R“, R*Y implique donc:
p — 0
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L'état dinstanton O, supprimé exponentiellement de l'action pour tout R = 0 est donc moins probable que I'état
correspondant aR = 0. L'état fondamental delathéorie, lié aux configurations les plus probables, est donc dominé
par les instantons derayon infini, qui ne sont plus dessolutions exactes deséquations du mouvement.

(8.2.3) suggere donc que l'instanton 0 passe nécessairement de I'échelle 0 & une échelle arbitrairement grande en
temps imaginaire. 1l en résulte une phase d'expansion topologique, caractérisant la nécessaire transformation
d'échelle de la théorie depuis I'échelle 0 jusgu'a I'échelle de Planck. La phase d'expansion topologique (expansion
Riemannienne de la varié&é) parait d'autant plus probable qu'il existe, sous certaines conditions de constante de
couplage mises en évidence par E.B. Bogomolny [94] puis par J. Zinn-Justin [534] une interaction répulsive au
sein des couples instantons - anti-instantons. Dans le domaine ou l'interaction instanton-anti-instanton est
atractive, I'on doit changer le signe del'énergied'interaction, soit en changeant le signe de la constante de couplage
(par prolongement analytique) soit en modifiant e contour d'intégration. |l en résulte une interaction répulsive entre
les configurations. Nous proposons deconsidérer |'existence d'unetelle interaction a I'échelle dePlanck.

Conjecture 8.2.4 Il existe, a partir del'échelle de Planck, une interaction de type répulsif au sein des paires
instantons - anti-instantons. Cette interaction répulsive induit I'expansion du gaz dinstantons gravitationnels forme
au voisinage del'échelle0 par I'expansion del'instanton O gravitationnel singulier .

Nous partons de la construction des multi-instantons en régime quantique proposé par E.B. Bogomolny [94]. Les
solutionss construite sont celles dinstantons généralisés, dont les constantes de couplage sont complexes. Afin de
trouver le comportement de la théorie perturbative dans le cas d'un potentiel avec des minima dégénérés, il est

nécessaire deposer |'existence d'unepartie imaginaire de I'interaction E@)(g) entre deux instantons | - 1. Dansle
casdel'état fondamental d'énergie, I'on trouve :

Im E@)(g) ~ = [ED(Q)P

E(l)_(g) représentant la contribution d'un instanton a I'état fondamental. Effectuons a présent le calcul du potentiel
I-1.L on cherche un chemin classique Int (-) entre deux instantons séparéset 1'on obtient :

I o(t-012)
Or, il est nécessaire demaodifier les solutions instanton au voisinage du point de rencontre entre | - 1, desorte que
nous obtenons Int (+) :
17 1 (t+0/2) ]
Int (+) = E LW -e J (t>0) (8.12)

L'action classique correspondante étant :

1 0
A@)=—(-2e )
g

Lasomme (B3, g) descontributions den instantons prend alors laforme:

o8]

S(B g) =1+ E [ Hd9 o (Z9; - B)exp Ee (8.13)
n = 1 6 =0 i | =1
et I'on observequepour g > 0, laforce entreles instantons est attractiveet les paires | - I ont tendance a collapser

dans le vide. Au contraire, pour g < 0, l'interaction dinstantons devient répulsive et les contributions de
- instantons sont bien défines. Une construction dece type a été effectuée en détail par 1.1 Balitsky et A.V.Yung
[60][61]. Nous proposons d'appliquer cette méme hypothése dans le cas des instantons gravitationnels, en gjoutant
cependant (i) quele signe del'interaction dépend de la constante de couplage g considérée  comme complexe et (ii)
guele signe del'interaction changeen fonction dela distance : a grande distance - i.e. au dela de I'échelle de Planck-,

linteraction | - T est attractive, alors qu'apartir del'échelledePlanck - et afortiori al'échelle O - I'interaction | - ]
devientrépulsive. L'interaction entre deux instantons | - ] séparéspar une distance d et de charges respectives Q et
Q aétécaculéepour g réel et est delaforme:
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Ol

1
Int(-)= - —ZQ—4
g° d
Cette interaction est detype attractif et obéit aux contraintesd'unegravité en R a grande échelle (au dela de I'échelle
dePlanck). En revanche, a petite distance, c'est le terme de courbure quadratique R2 qui domine, de sorte qu'il est
nécessaire de remplacer le couplage g par une nouvelle constante de couplage complexe @', dont la forme découle
directement dela construction du dilaton complexe de supergravité proposé par Green, Schwartz et Witten [249] :

g=0+i9

desorte quelnt (-) devient complexe et prend laforme:

Int () = - AQ—Q24 (8.19)

(g+i9)" d

lorsquela constante decouplage est réelle-i.e. agrande distance - , nous retrouvonsl'interaction Int (-) :
1QQ

Int(-)=———=—0 (8.15)
g2 d4

et Int (-) est denatureattractive. A présent, lorsgue la distance | - T tombe au voisinage del'échelle O, la théorie

asymptotiquement libre est couplée au rayon p dela configuration et la constante de couplage réelle g sannule :
g(p) — 0. Dans ce cas, la constante de couplage est réduite & sa composante imaginaire pure i et l'interaction

devient : _ _
Q3 QD
Int(+) = (97 d* ~ 9%d”

(8.16)

et nous tirons du changement designe de(8.15) quel'interaction instanton Int (+) devient répulsive au voisinage de
lalimite d'échelle 0. [

Ce résultat éend en gravitation celui obtenu par E.V. Shuryak [466][467] en instantons de jauge. Entre I'échelle O
et I'échelle de Planck, I'interaction Int () est donc de nature complexe.Le caractére répulsif de Int (+), induit au
voisinage de I'échelle O par la composante imaginaire pure de la constante de couplage, provoque |'expansion
Riemannienne du gaz dinstanton jusqu'a I'échelle de Planck, limite a partir de laquelle la composante réelle de la
constante de couplage devient a son tour dominante. A grande échelle, l'interaction Int (-), de nature attractive,
dominelathéorie, freinant I'expansion Riemannienne dela solution instanton. La distribution des valeurs réelles et
imaginaires dela constante de couplage complexe dépend del'échelle et des fluctuations de la courbure de la variété
pré-espace-temps.

Située entrel'échelle 0 et I'échelle dePlanck, cette expansion Riemannienne, dont le principe recouvre celui du flot
desétats initiaux delathéorie décrit en (8.1), correspond a la dilatation de la 3-géométrie S® en temps imaginaire.
Au deladel'échelle de Planck, I'expansion physique de I'espace-temps, correspondant aux valeurs purement réelles
dela constante de couplage dela théorie, prolonge analytiquement la phase d'expansion topologique. Nous discutons
en conclusion ce point de vue, de maniére largement conjecturale, en énoncant un "Principe de Singularité"
découlant, selon nous, d'unethéorie topologique dela Singularité Initiale.

8.3 DISCUSSION : PRINCIPE DE SINGULARITE
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Nos différents résultats et conjectures des chapitres 6, 7 et 8, tout en suggérant une résolution de la Singularité
Initiale dansle cadre dela théorie topologique, hous ont incité a énoncer le "principe desingularité" suivant :

Principe 8.3.1 Tout point del' espace-temps est reliéala singularitéinitiale par un flot topologique.

Selon les perspectivesde(7.2.4)(7.2.5), lasingularité initiale du pré-espace-temps, de nature purement topol ogique,
correspond a un nouvel invariant, quenous appelons "invariant desingularité ", delaforme:

Z - Tr(-1)° (8.17)

Z est associé a I'échelle O du systéme et est isomorphe au premier invariant de Donaldson. L'on observe que
3=0

I'invariant desingularité, ala différence de l'invariant de WittenZ = Tr(—l)n, n'est pas construit & partir deH =0
mais est indépendant deH, la métrique sous-jacente étant Riemannienne. L'essentiel du principe de singularité
reposealors sur le fait quele bord S3 del' espace-temps peut étreidentifié au bord S3 del' instanton gravitationnel
singulier B4 detaille 0 représentant la singularité initiale del' espace-temps. B4 a pour charge topologique::

1
32r 2

Q - fd4x R R" =1

Comme le point S est un point critique, la longueur de corrélation & du systéme est infinie et I'amplitude
topologique de I'instanton, propageant la charge Q par cobordisme trivial, a une portée infinie (i.e. est invariante

d'échelle) et impose une contrainte topologique non locale. Considérant un point X de B#, I'amplitude topologique
assurant la propagation dela charge instantonique ala forme :

{0g. 0x) = #(S* %)

L'amplitude topologique de la théorie est donnée par les pseudo-observables du membre de gauche, tandis que le
membre dedroitedésigne le nombre d'intersectionsdesy; CB4. Lafonction # (83, X) est nulle s le point X est
situé hors dela sphére S3 et vaut 1 s X est & I'intérieur de S3 (i.e. s X € B#), casoul il existe une amplitude
topologique. Q dépend donc uniquement des propriétés globales dela fonction A)? (|X| =r).Alinfini, l'on &

IXI—)OO

F 0

mais ce n'est pas (nécessairement) le cas pour le potentiel de jauge A)f qui devient une purejauge:
A)—EEZ U (x)9,U (%) (8.18)
le videdela théorie étant non trivial. Les éémentsdejauge U(x) €SU(2), x 653 sont tels que:
U=A+iGB, A°+B° =1

et U(X) représente U: S - SU(2) = S3ou nous trouvons les applications de la sphére S3représentant

I'espace physique compact E3, bordde ! espace E4, sur I'espace isotopique de SU(2), également isomorphe a S3.
Nous tirons I' identification de S3, bord de la solution instanton de dimension 4 & I' espace physique, du double
plongement de SU(2) dans SL(2, C) -revétement universel du groupe de Lorentz - et dans SU(2) ® SU(2),

revétement de SO(4). Comme SU(2) — S3, nous proposons donc dinterpréter s3 a la fois (i) comme bord de

dimension 3 dela solution Euclidienne instanton B4 dedimension 4 et (i1) également comme bord de dimension 3
del' espace-temps.

Or, I'espace physique de dimension 3 correspondant précisément a S3 - et comme la charge topologique Q de
I'instanton est déterminée par le comportement du champ de jauge sur SS—, il en résulte que chagque point de
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I'espace-tempspeut étre identifié a la charge topologique Q del'instanton gravitationnel singulier. De ce point de
vue, la charge topologique dela singularité initiale, soit Qg= Wfdd'x F)’WR“V Se propage en tout point de
JU

I'espace-temps, d'ou le principe (8.3.1). Nous conjecturonsen (8.3.2) I'existence d'un "flot de singularité€" donné par
le courant topol ogique de Chern-Simon.

Conjecture 8.3.2 Il existe, a I'échelle 0 un "flot de singularité "donné par le courant topologique de Chern-
Smon.

Arguments (i) En théorie Yang et Mills, la densité decharge topologique sécrit :

1 2
=—=trF 8.19
Q 82 (8.19)

et est une formefermée dQ = 0 dansla mesure ou |'identité de Bianchi DF =0 :
dtr F2 = 2tr DFF = 0

D'aprésle théorémedePoincaré, (8.19) est également exacte sur le demi-hémisphére Ht de s
Q=dK

et nous avons donc:
1 2
=—s [trkF™ = f dK
2 [

8 H+ H+
soit :
q= [K

s
Or, la 3-formeK représente le courant topologique

K = iztr(AdA+gA3>
gn®  \ 3

ou nous retrouvons la forme de Chern-Simons

el 2,3
Qu(A, F)—tr\AdA+3A>

1
tandis quavecla charge Q, nous retrouvons I'anomalie dusinglet d« Jg = 4—2 tr FF selon :
JU

o J5 =2Q.
(i) Lesreésultats (i) sont transposables en supergravité. En effet, I'on montre quele courant topologique devient :

Q(v, I) ~ trv.dl
Q%(u,w) ~tradw
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et dansce cas, |e courant topologique est engendré par I' anomdie gravitationnelle axiale :
ATA=dij5=2i A(Mpyp)|nen = —i_—lztr RR
96n

ou nous retrouvons pour source du courant topologique le terme topol ogique del'instanton gravitationnel singulier.
De (i) et (ii), nous déduisons quela charge topologique Q = 1 portée par I'instanton gravitationnel singulier detaille

0 est doncpropagée vers # par le courant topologique de Chern-Simons K, comme requis. [

A présent, nous considérons la propagation du flot singulier, sous la forme d'une amplitude topologique, et ses
relations avec |e groupe destransformations conformesde S3. Ce modéleest développé dans[92].

8.3.3 Propagation du flot singulier et groupe conformede s3

Nous suggérons qu'un modéle de la propagation de l'interaction topologique Inttop peut étre donné par les

transformations conformes Conf (83) dela sphére s3. conf (83) peut étre décrit par le groupe de Mdbius [71],
défini & partir del' inversion deS3. D' ou ;

Proposition 8.3.4 Pour toute similitude h & Sim (IRR3), I'application définissant la charge topologique de
I'instanton, soit f : s3 - s8, définiepar f(nN)=netf=glohogsur s3 \n appartienta Mab (3).

Démonstration Soient n le pdle nordet s le pble sud dela sphére S3. L'on montre alors que
{Ss—glohog,

convenablement prolongé sur S3 tout entiére, est dansM&b(3) s h est une inversion ou une symétrie hyperplane.
Or, les h engendrent |e groupe dessimilitudes Sim ([RR3). En effet, considérant f, il aété montré quesi le noyau

Ker (f - 1dg) = {0}

alors f admetun point fixe unique correspondant a son centre. Par ailleurs, f € Sim (X)\ Is (X), il existe » € X
uniquetel quef(m ) =m . Lepoint m est le centredelasimilitude f et I'on peut écrire:

f=hog=geh, hEHw,“ et g E€ls,, (X) (8.20)

Ce qui précéde suppose des prolongements convenables, le plus immédiat consistant a adjoindre un point a I'infini
sur 3 et aprolonger g en S3 — R3 par g(n) = . Or, d'aprés[72], il existe dansMob(3) les applications

-1 —A A
_fA=g OHO’}LOQ e OHO,}\.Oe

associéesaux homothéties vectoriellesdeR3. Si A > 1, I'application f; admet le pdle nord comme attracteur et le
pdle sud comme répulseur, i.e. les itérées f An (n € N) font converger tout point deS3\ sversn. Le seul point
des3 échappant al'attraction den est le pole sud s. [

Nous poursuivons en suggérant dansla prop. (8.3.5) queMob(3) est le groupe conforme Conf (83) de S3. Posons
gue Conf (S3) décrit I'invariance d'échelle (i.e. invariance conforme) de la sphére identifiée ici, suivant l'inclusion
S3 C SL(2, ©), al' espace physique, compactifiéde 3.
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Proposition 8.3.5 Soit Mob* (3) = Conf* (S3). V lerayonr — 0 de S3 engendrant Sr3_,0, e Vfe

Mob(3), alors Sr3_,0 appartient au faisceau / (83)de sphéres S3. Réci proquement, une bijection de S3 vérifiant

cette propriété appartient a Mob (3) . Le groupe Méb (3) présente un isomorphisme naturel avec PO(«x) de la
4

quadrique d' éguation Q = —E X2 + Xg .

i=1

Démonstration Soit i une inversion deX dedimension n. Soit sa dérivée I '(X) composéedela symétrie d'

C, o«
hyperplan vectoriel XL et del' homothétie derapport o /|X||2. L' on montre alors que i '(X) entout X&EX \ ¢

est une similitude directe pour o < 0 et indirecte pour a" > o i '(X) conserve les angles des droites et des
droites orientées. Comme la composée de deux applications conformes est conforme, alors Mob(3)C Conf(S3).

Réciproquement, comme Mdb(3) C Conf (83) est transitif sur S3, aors f € Conf (83) laisse fixe le pble nord n.
Selon la projection stéréographique g den, pour f(n) =n, I'on obtient :

gofo 971 € Conf (R3)
g et f éant conformes. En application du théorémedessimilitudes deLiouville [72], I'on a
gofog € SM(M3) = f € Mob(3) (8.21)

Il résulte despropriétésdel'inversion [72] que f(c) conserve la structure de la sphére s3 lorsquele rayonr — O.
Réciproquement, en posant f(n) = n, go fo 97l transforme les (demi)-droites de R3 en (demi)-droites, de sorte
que SLO appartient au faisceau £(S3)de sphéres S3. Enfin, il a été établi dans[71] que:

M&b(3) = {2 o(f] im(w))o= t: fe PO(a)}

i.e. le groupe deM6bius desS3 correspond alarestriction du groupe PO(x) sur im(cx).[]

Une théorie topol ogique de propagation dela singularité a été suggérée dans[92]. A partir de ce qui précéde, nous
revenons pour conclure sur notre idée esquissée ci-dessus, selon laquelle la propagation de la singularité initiale
pourrait étre induite par I'existence d'une amplitude topologique du type charge topologique de l'instanton

gravitationnel singulier Qg= fd 4X RWR“V. Les seules "observables' de la théorie sont, a I'échelle O, des

observablestopol ogiques O? , delaforme:

0 =_—_
4 64

1 . cabiod 3
ZfRabR € abed EfQ(X)
¥ ¥
Les observables Oy sont ici interprétées comme cocycles de I'espace des modules des instantons. et sont associés

avecles cycles y; dela4-variété M. Avec M = R4 les seuls cycles non triviaux sont le point (associé & une 4-

forme sur I'espace des modules) et |a variété M elle-méme. Nous retrouvons alors les amplitudes topologiques de
Witten [518], données par les invariants de Donaldson dela théorie.

Nous proposons defonder la pertinence (ainsi queles conségquences cosmologiques) du Principe de Singularité dans
une recherche ultérieure sur I'amplitude topol ogique possiblement associéea l'échelle 0 del'espace-temps.
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Nous avons esquissé dansla présenterecherche, et en particulier au chapitre 3, les bases d'une théorie de la quantification
(au sens g-déformation [382]) dela signature o dela métrique del'espace-tempsa |'échelle de Planck. Nous espérons qu'une
fois enrichie par destravaux ultérieurs, une telle théorie pourraconstituer I'un desééments effectifs de la gravité quantique,
gréce alaquelle cette derniére serapeut-étre plus complete.

La théorie de superposition, telle que proposée ici, présente trois grandes caractéristiques, qui la distinguent de tous les
autres modélesfondés sur depossibles changementsdela signature :

(i) la signature o(-) de la métrique de I'espace-temps parait étre dépendante de I'échelle - notamment, comme nous le
montrons aux chaps 4 et 5 -, des échellesdecourbure R detempérature 31 - alaquelle elle est considérée;

(ii) o (%) ne devrait plus étre fixe a partir de I'échelle de Planck 7, €t est probablement soumise a des fluctuations
quantiques induites, comme nous |e suggérons au chapitre6, par le couplage en gravité quantique entre la métrique g, €t

1 .
le champ scalaire du type dilaton + axion Ac= — +1 9 caractéristique dela supergravitéN = 2 [217].

(iii) La signature o(+) devrait étre a nouveau fixée a I'échelle 0, mais sous la nouvelle forme Euclidienne, forme
"topologique’, i - duae dela forme physique Lorentzienne.

Nos conclusions reposent sur un résultat mathématique acquis au chap. 3, établissant I'existence du produit bicroisé
cocyclique dela forme générale

v
My(H)=He [>d H,

ou H est une algebre de Hopf et % un 2-cocycle du type "twist". Une telle construction nous a permis de chercher
I'unification des signatures Lorentzienne et Euclidienne au sein d'une seule structure de groupe quantique, ce que nous
sommes parvenus a faire sous la forme du produit bicroisé cocyclique d'un type nouveau :

Uq(so(4))°P *I> 4 Ug(so(3, 1) (3.1)

Avecl'aidedetels produits bicroisés, et aussi directement a partir de la structure de groupe tressé du g-espace-temps, nous
avons établi quele changement designature (4) — (3, 1) correspond & une sorte de T-dualité exprimeée sous la forme d'une
dualité d'algebre deHopf du type Ug(su(2)) <= SUq(2).

D'un point devue physique, les résultats acquis en théorie deg-déformation débouchent sur les bases d'un modéle réaliste de
la "g-déformation de la signature’ et, dores et déa, permettent de mieux comprendre certains des mécanismes
mathématiques sous-jacentsa la transition possible (3, 1) — (4, 0). Entre autres, hous avons observé que:

P o R

(a) I'espacetopologique desuperposition dessignatures 3, = W@) R* construit au chapitre 2 suggére I'existence
al'échelledePlanck, d'un pré-espace-temps non-commutatif, relevant dela géométrie non commutative telle quedéfinie par
Alain Connes [149] et dont |la structure est donnée par la g-déformation de I'espace sur lequel agit le groupe de Lorentz g-
déformé. Dans une telle perspective, nous avons montré au chapitre 3 comment la quantification du groupe de Lorentz
(associée a la quantification de I'espace-temps) induit une quantification (superposition) de la signature sous la forme
(+++1) ;

(b) a partir des résultats ci-dessus, nous suggérons aux chapitres 7 et 8 que la théorie topologique est la seule théorie
effective applicable al'échelle 0. Son domainedevalidité sétend, par amplitude, del'échelle O jusqu'al'échelle de Planck.
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(c) lasignature Euclidienne o(+) correspond, a la temperature de Planck Tp, au secteur topologique de |a theéorie, dual du
secteur physique;

(d) al'échelleinitiae '?D =0, associée a l'instant initial t = O et correspondant & la singularité initidle dans le modée
standard d'espace-temps, la température et la densité d'énergie (courbure) sont infinies. Toutefois, nous suggérons (en
particulier au chapitre 7) une résolution possible (i.e. renormalisation) de la singularité initiale dansle cadre de la théorie
topologique deWitten. Dans un tel cadre, la singularité initiale peut étre décrite par un instanton gravitationnel singulier de
taille O, défini aux chapitres 7.

(e) A I'échelle0, la limite singuliére de la topologie du pré-espace-temps peut, comme nous l'indiquons au chap. 7, étre
décrite par le premier invariant de Donaldson associé a I'espace des modules de I'instanton gravitationnel singulier detaille

0. Considérant la fonction de partition Z(R) = Tr (-1) S & ™ introduite au chap. 4 et décrivant les éats de la métrique
d'espace-temps a I'échelle de Planck, la limite de Z(R) lorsque 3 — 0O est un invariant que nous appelons "invariant de
singularité", delaforme

Z =Tr(-1)s

analogue al'invariant deWitten et redonnant la structure du premier invariant de Donaldson
Tr (15~ Y ()™
i

réduital'unité pour dim M, = 0 del'espace desmodules dinstanton . Lasignature dela métrique dela variété de dimension
4 4l'échelle 0 est doncsymétriqueEuclidienne (+ + + +).

Enfin, du point devue cosmologique, nous tirons denotre recherche :

(f) quelasingularité initiale Sg dansle modélestandard, caractérisée par une courbure et une densité d'énergie infinies, doit
pouvoir étrerésolue dansle cadre dela théorie topol ogique deschamps ;

(9) que Sg correspond & un instanton (super)gravitationnel singulier detaille p = 0, de dimension 4, de charge topologique

Tr R, R
— T

Q= 9fd4x Tr RMV R Y= 1 et dedensitédecharge topologique 8(Q) = — wo, portant une signature

Euclidienne (+ + + +) ;

(h) quedu point devue physique, le Lagrangien qui nous parait le plus naturellement adapté aux conditions de trés hautes
courbures du pré-espace-temps au voisinage de I'échelle de Planck (R( 3) >> MF2,| anck) €st fondé sur une extension des
conditions relativistes et contient les termes de R? - gravité 1l est delaforme:

- 1 2 *
L supergravité = PR +g_2 R +uaRR

avec une composante physique Lorentzienne (le terme d'Einstein 8 R) et une composante topologique Euclidienne (le

*
termetopologique <z RR ). L™interpolation” entre ces deux composantes, selon un mécanisme quenous avons suggéré en
5.2.1, nous incite donc a considerer que L gypergravite  décrit correctement les deux pdles d'une méme théorie (la

superposition) ainsi queles deux métriquesassoci €es.

(i) que la phase d'expansion physique décrite par le modele du Big-Bang au dela de I'échelle de Planck par le terme
dEinstein B R del gypergravite devrait étre précédée par une phase d'expansiontopologique, donnéepar <z RR et effective
entrel'échelle O et I'échelledePlanck 7,
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() quel'expansion du pré-espace-temps a partir del'échelle O (expansion topologique) devrait correspondre a une dynamique
Ajt en temps imaginaire, ou évolution Euclidienne, que nous suggérons de décrire par le semi-groupe a un paramétre des
automorphismes del'algébre Mg 1 despseudo-observables :

HR CHR
op(Mgy) =€ "My € :

Mp,1 est un facteur detype llco. Plus exactement, il sagit del' ITPFI Rp 1 décrite aux chaps. 4 et 8. Les observables

physiques n'étant plus utilisables & cette "échelle topologique', on considére alors des cycles d'homologie décrivant des
états dans|'espace desmodules desinstantons gravitationnels. Ainsi, al'échelle3 = 0, nous avons suggéré I'existence, sur
la variété pré-espace-temps, d'une pseudo-dynamique Riemannienne correspondant au flot despoids del'algebre Mg 1. Nous
précisons la relation entre évolution en temps imaginaire et flot des poids dans un article ultérieur. Il résulte d'une telle
relation queleflot d'évolution atemps réel sur I'espacede superposition S peut étre vu comme engendré a I'échelle 3 = 0
par le flot des poids en temps imaginaire. Ce point de vue suggere ainsi que le changement d'échelle de la 4-géométrie
représentant le  pré-espace-temps depuis I'échelle 0 jusqua I'échelle de Planck est induit par une "expansion
Riemannienne" de la métrique Euclidienne. Cette expansion dépend de I'existence (i) a I'échelle O - i.e. a l'origine de la
variété desuperposition §top décrite au chap. 2 -, d'unesolution topol ogique Riemannienne a entropie topologique nulle et
acaractéristique dEulery = 1 et, a l'infini -i.e. au bord de Stop - (ii) d'une solution topologique Lorentzienne a entropie
topologique non nulle (bien queminimale) et a caractéristique d'Euler ¢ = 0. Les deux solutions sont superposées au sein
dela variété desuperposition 3¢

Lestrois phases associéesa l'échellesinguliere 3 =0, al'échellequantique0 < B< 7, €t al'échelleclassique R >0
décrites ci-dessus correspondent respectivement au sommet, au secteur quantique et au secteur classique sur le cone de
lumiére cosmologique. Le secteur quantique de superposition correspond a une "transition de phase' entre la métrique
Euclidienne marquant la singularité initiale et la métrique Lorentzienne & "symétrie brisée" caractérisant |'espace-temps.
L'on observe également que la dimension genre temps est "locale" et discontinue durant la transition de phase quantique
associée a |'échelle quantique et devient globale et continue au dela de I'échelle de Planck. Pour B > /. apparéit le

"facteur d'échelle" classique dela cosmologie.

Certains résultats récents - notamment ceux de C.M Hull [283] [284] de la théorie des supercordes (laquelle implique
nécessairement |'existence d'un champ scalaire complexe couplé a la métrique) vont dansle sens des résultats () a (j).
D'une maniére générale, la théorie de fluctuation de la signature peut étre inscrite de maniére naturelle dans le secteur a
basse dmension dela théorie descordes.

Enfin, nous tirons en conclusion du chap. 8 un "Principe deSingularité’, quenous formulons ainsi :
Principe de Singularité: Tout point del' espace-temps est reliéala singularitéinitiale par un flot topologique.
Le principe desingularité repose sur le fait quele bord R3 - s3del’ espace-temps (3, 1) peut éreidentifié au bord S3 de

I" instanton gravitationnel singulier B4 (4, 0) detaille O représentant la singularité initiale del' espace-temps. B4 a pour
charge topologique :

Q = fd4xlﬁwli“":1

3272

Comme le point S représentant la singularité initiale est un point critique, la longueur de corrélation £ du systeme est
infinie et I""amplitude topologique” (au sens deWitten) del'instanton, déterminée par la charge Q détectée sur le bord S3 de

B4 a une portée infinie (i.e. est invariante déchelle). Nous suggérons au chapitre 7 que la propagation de la charge
topologique de l'instanton a partir de I'échelle 0 (B = 0) vers l'infini (3 — =) est induite par le fait que I'instanton
gravitationnel singulier de taille O et de densité de charge topologique infinie 6(Q) tend vers on état fondamental,
correspondant a8(Q) — OetalR=p — x (lerayondel'instanton associé al'état fondamental tend versinfini).

L'éude détaillée del'interaction topol ogique évoquée au chapitre 7 a été effectuée de maniére complémentaire a notre these
par |. Bogdanov dansle cadre d'unethéorie topologique del'inertie (92). Certains desrésultats decette étude, fondés sur une
interprétation nouvelle del'expérience du pendule de Foucault, pourraient correspondre a une confirmation de la théorie de
déformation demétrique al'échelledePlanck ainsi quedela nature Euclidienne dela signature al'échelle singuliére O.
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