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ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

Том 2
Это второй том учебника по теории вероятностей — первый вышел' двумя

изданиями на английском языке и тремя изданиями на русском языке и завоевал
заслуженную популярность.
Автор книги — крупный специалист по теории вероятностей. Его учебник

написан на высоком научном и методическом уровне и содержит большое число
примеров применений теории в физике, биологии и экономике. Данный том
посвящен непрерывным распределениям. Вместе с первым томом он составляет
прекрасное учебное руководство, в котором очень удачно сочетаются и
принципиальные основы, и важнейшие приложения теории вероятностей.
Книга рассчитана на читателей различных уровней — от студентов младших

курсов университетов до специалистов-математиков. Она, безусловно,
заинтересует также физиков и инженеров различных специальностей, которые в
своей работе пользуются вероятностными методами.
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— ядро 260, 554
Круг, распределение на нем 46, 83,

88, 104
— — равномерное на нем 327, 333
—,теорема покрытия 44
Кэмпбелла теорема 224, 347, 672
Лапласа второй закон распределения

70
— преобразование 288, 495, 534
Лапласа преобразование вЯ1' 519
— — двустороннее 499
— — для полугрупп 520
— Стильтьеса преобразование 489
Лебега интеграл 135
— мера 51, 142, 159
— Никодима теорема 176
— пополнение 159
— Стильтьеса интеграл 136, 139, 166
— теорема о разложении 179
Леви каноническое представление

643
— Крамера теорема 600
— метрика 345
— Парето распределение 219
—,примеры 272, 382, 646
Лежандра формула удвоения 86

Лестничные величины 241, 457, 481
— — в процессе ожидания 248
Линдеберга условие для диффузии

395
— условия 320, 346, 592
Линейные операций над

стохастическими процессами 702
— приращения в скачкообразных
процессах 387
Линейный функционал 151
Логарифм комплексных чисел 639
Логарифмическое распределение 86
Логистическое распределение и

развитие 73
Локально компактные пространства

152, 156, 303
Ляпунова условие 346
Мажорированная сходимость 141
Максвелла распределение 49, 68, 103
Максимальная оценка 479
— характеристическая функция 685,

694
— частная сумма 242, 250, 383, 470,

477, 487
Максимальное время возвращения

238, 453
Максимальный член 207, 215, 337,

347
— —, влияние на сумму 532; см.

также Порядковые статистики,
Рекордные значения

Марковские процессы с дискретным
временем 122, 129, 258, 274

— — — — — и мартингалы 298
— — — — —, спектральная функция

713, 728
Марковские процессы с дискретным

временем, эргодические теоремы
330

— — с непрерывным временем 125,
383, 700

— — — — — в процессах



восстановления 436
— — — — — в счетных

пространствах 553
— — — — — и полугруппы 413, 521
— — — — —, эргодические теоремы

446, 564
Марковское свойство 22; см. Строго

марковское свойство
Мартингалы 265, 295
— в процессах восстановления 431
— в случайных блужданиях 466
—, неравенства 295, 296, 301
Масштабные параметры 64, 171
Медиана 32, 172
Медленно меняющиеся функции; см.

Правильно меняющиеся функции
Мера скорости (speed measure) 395
«Мертвый» период 240
Метод ограничений 403
Метрики 345; см. также Банахово

пространство, Гильбертово
пространство

Минимальное решение, Винера —
Хопфа уравнение 469

— —, дифференциальное уравнение
Колмогорова 555
— —, диффузия 402
— —, полумарковские процессы 568
— —, скачкообразные процессы 393
— —, уравнение восстановления 255
Миттаг-Леффлёра функция 519
Момент регенерации 231
Моменты 18, 170, 189
— восстановления 231, 432
— в процессах восстановления 442
—,неравенство 195
—, проблема однозначности 283, 290,

532, 527
— — — в rR  606
—, производящие функции 499
—, сходимость 306, 328
—, Хаусдорфа проблема 281

Монотонной сходимости принцип
140

— — свойства 414
Найквиста формула 708
Направляющий процесс 411
Невозвратные случайные блуждания

253
Невозвратные случайные блуждания,

свойства 257, 465, 483, 690, 694
— — —, уравнение восстановления и

теорема для них 252 449, 450, 494
Невозможность систем игры 270, 271
Независимость случайных величин

19,92, 95, 153, 169
— — —, комплексные величины 570
— — —, критерий для нее 170
Независимые приращения 123, 224,

352, 365, 380, 724
— —, разрывы 366, 380
Неймана тождество 82
Нелинейное восстановление 454
Непосредственная интегрируемость

по Риману 426
Непрерывность полугрупп 416; см.

также Фиксированные разрывы
Несмещенная оценка 277
Несобственные (дефектные)

распределения 162, 164, 260
— — — в процессах восстановления

234
Неудачи 29
Норма 313, 413, 714, 720
—, топология, порождаемая 345
Нормальное распределение 65, 87,

574
— — в rR  108, 597
— — вырожденное 112
— — двумерное 93, 96, 129
Нормальное распределение

марковское 122
— —.область притяжения 377, 652
— — характеристические свойства



— — частное 128, 206
Нормальные полугруппы 360, 368,

381
Нормальный стохастический процесс
Носитель 64
Нулевая схема серий 222, 659
Нулевое множество 158, 175 714 720
Область притяжения 214
— —.критерий для нее 373, 382 514

652
— — нормальная 657
— — частичная 382, 646, 656
Обобщенный пуассоновский процесс

225, 365, 388
— — — и полугруппы 357, 360
— — —, подчинение в нем 412
— — —, разорение в нем 228, 250,

538
Образование колонн 59, 567
Обратное уравнение для диффузии

396, 398 и сл., 407, 545 и сл.
— — — полугрупп 417, 420 и т. д.
— — — полумарковских процессов

568
— —, минимальное решение 392, 555

и т. д.
— —, скачкообразный процесс 390,

554 и т. д.
Обрывающийся (terminating) или

невозвратный (transient) процесс
234, 440 и сл.

Обслуживание больных 229
Обслуживающие устройства; см.

Очереди
Одновершинные [унимодальные]

распределения 197, 603
— —,свертки 208
Оператор перехода 414
— сдвига 722
Операторы, связанные с

распределениями 311
Операционное время 227, 409

Орбиты двойные 51
Орнстейна—Уленбека процесс 127,

397
Ортогональные матрицы 114
Остаточные события 157
Остающееся время ожидания 236
— — —, предельная теорема 434,

436, 453, 540
Осциллирующие случайные

блуждания 258, 464, 687
Отношение правдоподобия 267
Отражающий экран 402, 406, 532
Оценка 60
Очереди 75, 76, 87, 88, 248
— параллельные 31, 32, 35, 60;

см.также Периоды занятости
Ошибки округления 37, 84
Парадокс контроля 235, 436
Парадоксы 24, 38, 235, 436
Параметры расположения 64, 171
Парето распределение 70
Парсеваля равенство 530, 695, 716,

719
— — как критерий Хинчина 718
Первое возвращение 459, 491, 566,

689
Первые прохождения, диффузия 217,

403, 544
— —, марковские цепи 562
— —, процесс размножения и гибели

82, 88, 551, 565
Периодограмма 101
Периоды занятости 246, 251, 553
— — и ветвящийся процесс 542, 517
Петербургская игра 293
Пирсона система распределений 67,

70
Планшереля преобразование 715
— теорема 582
Плотность 16, 64, 174
Повторные математические

ожидания 203



Поглощающие экраны 402 и т. д.,
532, 546 и т. д

Поглощение (физическое) 41, 48, 385
Подчиненные процессы 408, 518,

525, 646, 673
— — и показательная формула 419
Пойа критерий 577, 581
— урновая схема 266, 285, 297
Показательная формула для

полугрупп 287, 409, 417
Показательное распределение 21, 58,

98
— — двумерное 128
— — двустороннее 69, 187
— — и равномерное распределение

62, 98
Показательное распределение как

предел 39, 62, 434; см. также
Гамма-распределения

Положительно определенные
матрицы 107

— — последовательности 710
— — функции 697
Полугруппы 286, 413, 520
— со сверткой 353
— устойчивые 366
Полумарковский процесс 553, 568
Полумартингалы 271
Полярные координаты 92
Пополнение мер 159
Популяция, рост 399, 401
—,случайное рассеивание 319
Порядковые статистики 32, 36, 129
— —, предельные теоремы 39, 62, 87
— —, применение к статическому

оцениванию 60
Потенциал 558
Потеря энергии 385, 387; см.

Столкновение частиц
Потерянные вызовы 239, 566
Правильно меняющиеся функции

334, 348

Приложение к астрономии 51, 115
170—171, 261, 272, 388

Принцип инвариантности 400
— отражения 218, 547, 548
Притяжение; см. Область

притяжения
Проекция 90
— случайных векторов 47, 49, 62
Произведение мер и пространств 153
Производящие операторы 354, 420,

522, 545
— функции, интерпретация с

помощью «исчезновения» 490
— —, характеризация 279
Произвольная остановка 270
Пропуски (пробелы) большие 236,

445, 536
— малые 273
Прохождение света через вещество

41, 47, 62
— — в звездных системах 261, 388
— — и принцип Гюйгенса 71
— — через сферу 47
Процесс авторегрессии 116, 123
— восстановления с запаздыванием

234, 431
Прочность на разрыв 22
Прошедшее время ожидания 236, 453
— — —, предельные теоремы 436,

540
Прямое уравнение, диффузия 400,

544
Прямое уравнение, диффузия,

минимальное решение 393, 556
— —,полугруппы 417
— —, скачкообразный процесс 387,

391
— — — — (счетность) 554
Прямоугольная плотность 36, 70
Псевдопуассоновский процесс 409
— —, показательная формула 417
— —, полугруппа 526



— — с линейными приращениями
387

Пуанкаре задача о рулетке 84
Пуассона формула суммирования 85,

405, 707, 727
— ядро 704
Пуассоновские ансамбли 28; см.

также Гравитационные поля
— распределения, аппроксимация с

их помощью 346
— — как крайние точки 644
— —, разность 207, 645
— —, формула Тейлора 286
Пуассоновский процесс 24
— — как предел в процессах

восстановления 434
— —, supremum 299
Равномерное распределение 36, 327
Равностепенная непрерывность 307,

329
Радиация звездная 261
Радона—Никодима производная 174
— — теорема 176
Развитие логистическое 73
Разложение единицы 722
Размножения и гибели процессы 549,

567
— — — — и диффузия 567
— — — —, периоды занятости в них

552; см. также Рандомизованные
случайные блуждания

— процесс 60, 325, 559
— — двусторонний 561
Разности (обозначения) 277
Разрывы фиксированные 227, 380
Рандомизированное случайное

блуждание 81, 549, 644
Рандомизация и подчиненные

процессы 409
—, полугруппы 288, 419
—, симметрично зависимые

случайные величины 283

Распределение роста 97
Расслоение 78
Расстояние между распределениями

345
— по вариации 345
Расхождение; см. Эмпирическое

распределение
Регистрация 240, 439
Регрессия 94, 112
Регулярное стохастическое ядро 331
Резольвенты 495, 527, 557
— и полная монотонность 529
Рекордные значения 29, 58, 59;

см.также Порядковые статистики
Решающая функция 269
Решетчатые
Распределения 173, 184
— —, характеристические функции

572, 583
— —,центральная предельная

теорема для 591, 617
Римана — Лебега теорема 586
Рисса теорема о представлении 152
Рулетка 37, 84
Самовосстанавливающиеся
Совокупности 234
Свертка ядер 261
Свертки, бесконечные 324, 379, 669,

674
— —, поведение ∗nF  347
— на окружности 86, 333
— плотностей 19, 65, 95
— распределений 179
— — (сингулярных распределений)

186
Свободный пробег 22, 29
Сглаживание 115, 181, 613
Сдвиг, оператор 287, 313
—, полугруппы 355, 421
— принцип 499
Сепарабельность 328
Сервостохастический процесс 130



Серии 62; См. также Рекордные
значения

Сжатие 414, 521
Сильная непрерывность в нуле 416,

521
— сходимость 314, 416
Симметризация 186
—, неравенства 188
Симметрично зависимые величины

283, 489
— — —, центральная предельная

теорема 346
Симметричные события 157
Сингулярные (вырожденные)

распределения 54, 137, 177
— —, свертки 186, 670
Скалярное произведение 714
Скачкообразный процесс 389
— — с бесконечным числом скачков

393, 554
Скользящее среднее 115, 723
Скрытая периодичность 101
Слабая сходимость 304
Случайная величина 16, 91, 145, 165
— — комплексная 569
Случайное рассеивание 319
Случайные блуждания в 1R  240, 252,

456, 575
— — — — и эмпирическое

распределение 56, 62
— — — — простые (Бернулли) 270,

381, 460, 462, 491, 503, 680
— — — — сопряженные 474
— — — в rR  50, 598
— — — —, центральная предельная

теорема 319
— импульсы 240
— направления 46, 61, 62
— —, сложение 48, 71, 186, 262, 598
— разбиения 37, 98, 101; см.

Теоремы о покрытии
— — (расщепления частиц) 40, 61,

129
— суммы 75, 199, 208
— —, характеристическая функция

576
— —, центральная предельная

теорема для них 323, 605
— цепи 261
Случайный вектор 48, 50; см. также
Случайные направления
— выбор 14, 36, 32
— — и бросание монеты 53; см.

также Теоремы о покрытии,
Случайные разбиения

Смеси 74, 98, 196, 208
—, преобразование 503
Снедекора плотность 69, 70
Снос в диффузии 397
— в случайных блужданиях 465, 686
Собственное распределение 164
— —, сходимость 304, 344, 633
Совместное распределение 91
Совпадения 273
Сопряженные случайные блуждания

474
Спектр мощностей 701
Спектральная мера 701, 726

(заданная 703)
— —, представление для унитарных

операторов 722
Статистика 32
Стационарность, мера и вероятность

262, 274, 332
—, приращение 225, 352
—, процесс 114, 129, 700, 710 (закон

больших чисел 301) (Ср.
Эргодическая теорема)

Стационарный режим 27, 263, 388
— — в процессах восстановления

434
Столкновение частиц 261, 385, 387
Стохастическая ограниченность 310,

369



Стохастические интегралы 724
Стохастическое разностное

уравнение 128
— ядро 199, 259, 330
Строго марковское свойство 38
— устойчивые распределения 211
Структура (алгебраическая) 414
Стьюдента плотность 69, 72
Субмартингал 271, 296
Субстохастическое ядро 260
Сумма случайных векторов 48, 186,

262, 598
Суммируемость по Абелю 704, 706,

728
— — Чезаро 706, 727
Суперпозиция процессов

восстановления 434
Схемы серий 222, 272, 369, 659, 674
Сходимость в среднем квадратичном

714
— мер 304, 326, 344
— операторов 314, 353, 414
— по вероятности, 290, 309
— сильная 314, 416
— слабая 305
Счетно-аддитивные функции (σ-

аддитивные) 137, 150—151, 163
Счетчики; см. Гейгера счетчики,

Очереди
Тауберовы теоремы 508
— —, применение 486, 514, 535, 540,

687
Тейлора формула обобщенная 286
Телефонные вызовы 78, 228
— — потерянные 239, 266; см. также

Периоды занятости
Теорема непрерывности,

квазихарактеристические
функции 634

— —, Лапласа преобразования 496
— —,полугруппы 327
— —, характеристические функции

580, 582, 604
Теорема об аппроксимации в среднем

141
— о продолжении 149, 156
— — среднем значении 138
— — трех рядах 379
Теоремы о выборе 325
— — покрытии 42, 61, 101, 273, 538
Теория надежности 73
— страхования 229; см. также Задача

о разорении
Типы распределений 64, 171
— —, сходимость 307
Точка роста 172, 184
Точки первого вхождения в

процессах восстановления 236,
434, 435, 492; см. также
Лестничные величины

— — — в случайных блужданиях
490, 492, 675

Транспортные задачи 59, 237, 445,
454, 544, 567

Треугольная плотность 43, 70, 573
Треугольника неравенство 313
Тэта-функции 405, 406, 710
Универсальные законы Дёблина 568
Унимодальность по Хинчину 603
Унитарные операторы в

гильбертовом пространстве 722
Упругая сила 397
Уравнение восстановления 232, 425,

436, 453
— — для всей прямой 253, 448, 494
— —, процесс 25, 230, 272, 431, 453
Уравнения восстановления, теоремы

424, 427, 441
Условные распределения и

математические ожидания 95,
200

Устойчивые полугруппы 366
— распределения в процессах

восстановления 440



— — 2R  647, 671
— —, плотности 657
— —, подчиненность 412, 518
— —, положительные 514, 673
— —, произведения 219, 519
— — с показателем 1/2 72, 87, 216,

381, 503
Фату теорема 140
Фиксированные разрывы 380
Фильтр 116, 702
Фишера Z-статистика 69
Фоккера — Планка уравнение 356,

386, 391
Формула обращения и проблема

моментов 281
— —, преобразование Лапласа 288

506, 507, 530
— —, характеристические функции

581, 584, 599
— удвоения 86
Фубини теорема 141, 155, 181
Функции интервалов 136, 162
Функционал линейный 151
Фурье коэффициенты 705, 708
— обращение 581, 583
— ряд 703, 719, 727
— преобразование 570, 608; см.

также Планшереля
преобразование

— Стильтьеса преобразование 570
Характеристические функции 569
— — в rR  596
— —, логарифм 639
— — периодические 703, 706
— —, производная в нуле 635
— —, факторизация 578, 669, 708;

см. также Пуассона формула
суммирования

Хи-квадрат 68
Хилле — Иосида теорема 526, 545
Хинчина критерий 718
— Полячека формула 478, 539, 683,

693
Хольцмарка распределение 215, 217,

272
Хранение и управление запасами 228,

229, 247
Центральная предельная теорема 315,

346, 350, 588, 605
— — —, необходимые и

достаточные условия 379, 654,
662

— — —, приложения 257, 264, 319
— — —, процессы восстановления

438
Центрирование 64, 171, 660
— безгранично делимых

распределений 637
Цепи, прочность 22
— случайные 261
Цифры, распределение 52, 85
Частицы, притяжение 382, 646, 666-
—, расщепление 40, 61, 129
— — быстрыми частицами 385, 387;
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