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1. ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

1.1. Классификация линий передачи

Различают свободные и направляемые электромагнитные волны.

Свободными называются электромагнитные волны, распространяю-

щиеся в неограниченном пространстве. Направляемыми называются

электромагнитные волны, распространяющиеся вдоль линий пере-

дачи.

Линией передачи называют устройство, ограничивающее область

распространения электромагнитных волн и обеспечивающее движе-

ние потока энергии электромагнитной волны в заданном направле-

нии. Линии передачи могут быть регулярными и нерегулярными, од-

нородными и неоднородными.

Регулярной называют линию передачи, у которой поперечное се-

чение и электрофизические свойства заполняющих ее сред являются

неизменными вдоль всей линии. Нерегулярной называют линию пе-

редачи, у которой нарушено хотя бы одно условие регулярности.

Однородной называют линию передачи, заполненную однородной

средой. Неоднородной – линию передачи, заполненную неоднород-

ной средой.

В зависимости от наличия или отсутствия в конструкции линии

передачи замкнутого проводящего экрана, отделяющего область про-

странства, в которой распространяется направляемая волна, от ок-

ружающей среды, различают волноводы и открытые линии переда-

чи. Волноводами называются линии передачи, в поперечном сече-

нии которых имеется один или несколько замкнутых проводящих кон-

туров, охватывающих область распространения направляемых волн.

В поперечном сечении открытых линий передачи таких контуров нет.

Геометрической характеристикой поперечного сечения линии пе-

редачи, определяющей количество изолированных проводящих по-

верхностей, входящих в состав ее конструкции, является «порядок

связности» линии передачи. Различают односвязные, двухсвязные,

многосвязные линии и линии передачи нулевой связности.

1.2. Некоторые виды линий передачи

На рис. 1 приведены эскизы поперечных сечений некоторых видов

линий передачи:
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а – двухпроводная линия передачи (двухсвязная открытая линия пе-

редачи);

б – коаксиальный волновод (двухсвязный волновод с соосными вне-

шним и внутренним проводниками);

в – микрополосковая линия передачи (двухсвязная открытая неодно-

родная линия передачи);

г – прямоугольный волновод (односвязный волновод, имеющий пря-

моугольное поперечное сечение);

д – круглый волновод (односвязный волновод, имеющий круглое по-

перечное сечение);

е – диэлектрическая линия передачи (открытая линия передачи нуле-

вой связности).

1.3. Классификация электромагнитных волн,
распространяющихся в линиях передачи

В зависимости от вида линий передачи в них могут распространять-

ся электромагнитные волны четырех классов:

поперечные или Т-волны (старое название и обозначение – попереч-

но-электромагнитные или ТЕМ-волны);

электрические или Е-волны (старое название и обозначение – попе-

речно-магнитные или ТМ-волны);

магнитные или Н-волны (старое название и обозначение – попереч-

но-электрические или ТЕ-волны);

гибридные волны.

Рис. 1. Некоторые виды линий передачи

а) б)

г) д)

в)

е)
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Разделение волн, распространяющихся вдоль линий передачи, на

указанные классы производится относительно продольной (направлен-

ной вдоль линии передачи) пространственной координаты z. По отно-

шения к этой координате в Т-волнах векторы E  и H  имеют только

поперечные (перпендикулярные оси 0z) составляющие; в Е-волнах век-

тор E  имеет поперечную и продольную составляющие, а вектор H  –

только поперечную; в Н-волнах вектор H  имеет поперечную и про-

дольную составляющие, а вектор E  – только поперечную; в гибридных

волнах оба вектора ( E  и H ) имеют и продольные и поперечные состав-

ляющие. Заметим, что в линиях передачи ось 0z совпадает с направле-

нием движения распространяющихся вдоль этих линий электромагнит-

ных волн.

Т-волны могут существовать только в двухсвязных или многосвяз-

ных линиях передачи (причем как в открытых линиях, так и в волново-

дах).

Е- и Н-волны могут существовать в односвязных и многосвязных

волноводах различного поперечного сечения.

Гибридные волны могут существовать в неоднородных линиях пере-

дачи различных типов.

2. МЕТОДЫ ИЗУЧЕНИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ
ПРОЦЕССОВ В ЛИНИЯХ ПЕРЕДАЧИ

Так как энергия от генератора переносится к нагрузке электромаг-

нитной волной, распространяющейся вдоль линии, то наиболее общим

методом изучения процессов в линиях передачи является метод элект-

родинамики, основанный на решении волновых уравнений для векто-

ров E  и H  с последующим определением передаваемой мощности как

потока вектора Пойнтинга через поперечное сечение линии.

В то же время в линиях передачи с Т-волной, где понятия ток в

проводниках линии и напряжение между ними имеют вполне конкрет-

ный физический смысл, наряду с методами электродинамики можно

воспользоваться для описания протекающих в этих линиях электромаг-

нитных процессов методами теории цепей с распределенными парамет-

рами (теорией длинных линий), основанными на решении телеграфных

уравнений для токов и напряжений с последующим определением пе-

редаваемой мощности как произведения тока и напряжения в нагрузке

линии.
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Оба эти метода для линий передачи с Т-волной приводят к одинако-

вым результатам. Однако метод теории цепей связан с использованием

более простого математического аппарата и был первым исторически.

Его и применяют в инженерной практике при расчете характеристик

этих линий.

В линиях передачи с Е- и Н-волнами из-за наличия продольных со-

ставляющих векторов E  и H  понятие напряжения теряет свой физи-

ческий смысл, поэтому описание протекающих в них электромагнит-

ных процессов возможно только методами электродинамики. Эти мето-

ды и будут рассмотрены в настоящем пособии.

3. ОБЩИЕ СВОЙСТВА НАПРАВЛЯЕМЫХ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН

3.1. Постановка задачи и порядок ее решения

Постановка задачи и допущения. Пусть имеется бесконечно длин-

ная однородная линия передачи. Предположим, что металлические час-

ти линии выполнены из идеального проводника (γ
м 

= ∞), а диэлектри-

ческие части и окружающая среда являются идеальными диэлектрика-

ми (γ
д 

= 0). Кроме того, будем считать что в рассматриваемой области

отсутствуют сторонние токи и заряды.

Требуется определить электромагнитное поле, которое может суще-

ствовать в данной линии передачи при условии, что это поле гармони-

ческое во времени, а частота колебаний равна ω.

Предположение о виде решения. Поле в линии будем искать в виде

суммы (суперпозиции) Е- и Н-волн, распространяющихся вдоль оси 0z,

совпадающей с продольной осью рассматриваемой линии передачи (за-

метим, что Т-волны являются частным случаем Е- и Н-волн).

Решение. Искомое поле должно удовлетворять однородным уравне-

ниям Максвелла в комплексной форме:

rot H�  = jω
.

а

⋅
ε Ε ,

rot E  = – jω µ
a H� ,

div H�  = 0,

div E�  = 0, (1)
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и граничному условию для касательной составляющей вектора напря-

женности электрического поля (
.

τΕ ) на поверхностях идеальных про-

водников:

Eτ
�� = 0. (2)

Уравнения (1) легко трансформируются в однородные волновые урав-

нения для векторов
⋅
Ε  и

⋅
Η :

∇ 2 E�  + k2 E�  = 0, ∇ 2 H�  + k2 H�  = 0, (3)

где k = ω
а а

ε µ  – волновое число для плоской однородной волны, рас-

пространяющейся в безграничной среде с параметрами диэлектрика,

заполняющего (окружающего) линию передачи. В дальнейшем такую

среду для краткости будем именовать «свободным пространством».

При решении задачи определения структуры электромагнитных по-

лей Е- и Н-волн в линиях передачи используется следующий прием:

все поперечные составляющие векторов поля выражают c помощью

так называемых «уравнений связи» через имеющиеся в данной волне

продольные составляющие векторов напряженности электрического или

магнитного поля (
.

zΕ  для Е-волн и
.

zΗ
 для Н-волн);

решают волновые уравнения только для этих продольных составля-

ющих;

вычисляют с помощью уравнений связи поперечные составляющие

векторов E  и H  в линии передачи.

Таким образом, решение задачи сводится к составлению уравнений

связи и решению одномерных однородных волновых уравнений для про-

дольных составляющих векторов E  или H . Для Е-волн предстоит ре-

шить уравнение

∇ 2
.

zΕ  + k2
.

zΕ  = 0, (4)

а для Н-волн – уравнение

∇ 2
.

zΗ  + k2
.

zΗ  = 0. (5)

Постоянные коэффициенты, которые получаются при интегрирова-

нии этих уравнений, определяются при наложении на полученные ре-

шения граничного условия (2).

3.2. Уравнения связи для Е- и Н-волн

Уравнения связи получаются в результате преобразования уравнений

Максвелла (1), раскрытых для соответствующей системы координат.
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Для декартовой (прямоугольной) системы координат (x,y,z) уравне-

ния связи для Е- и Н-волн выглядят следующим образом:

Е-волны
.

xΕ = (–j K /æ2) ∂
.

zΕ /∂x,

.

yΕ = (– j K / æ2) ∂
.

zΕ  /∂y,

.

xΗ = (j ωε
a 

/ æ2) ∂
.

zΕ  /∂y,

.

yΗ = (– j ωε
a / æ

2) ∂
.

zΕ  /∂x, (6)

Н-волны
.

xΕ = (– j ωµ
a 

/ æ2) ∂
.

zΗ  
/ ∂y,

.

yΕ = (j ωµ
a 

/ æ2) ∂
.

zΗ  
/ ∂x,

.

xΗ = (–j K / æ2) ∂
.

zΗ  / ∂x,

.

yΗ = (–j K / æ2) ∂
.

zΗ  / ∂y, (7)

где K – волновое число для E и H-волн в волноводе.

Для цилиндрической системы координат (ρ,ϕ,z) уравнения связи для

Е- и Н-волн выглядят следующим образом:

Е-волны
.

ρΕ = (–j K
 
/ æ2) ∂

.

zΕ / ∂ρ,
.

ϕΕ  = (–j K / æ2) (1/ρ) ∂
.

zΕ / ∂ϕ,

.

ρΗ = (j ωε
a 

/ æ2) (1/ρ) ∂
.

zΕ / ∂ϕ,

.

ϕΗ  = (–j ωε
a
 / æ2) ∂

.

zΕ / ∂ρ, (8)

Н-волны
.

ρΕ = (–j ωµ
a 

/ æ2) (1/ρ) ∂
.

zΗ / ∂ϕ,
.

ϕΕ = (j ωµ
a 

/ æ2) ∂
.

zΗ / ∂ρ,
.

ρΗ = (–j K / æ2) ∂
.

zΗ / ∂ρ,
.

ϕΗ = (–j K / æ2) (1/ρ) ∂
.

zΗ  
/ ∂ϕ. (9)
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3.3. Решение волновых уравнений
для продольных составляющих векторов напряженности

электрического и магнитного поля Е- и Н-волн

Решение волновых уравнений будем искать в обобщенно-цилиндри-

ческой ортогональной системе координат (ξ,η,z), частными случаями

которой являются декартова (прямоугольная) система координат (x,y,z)

и цилиндрическая система координат (ρ,ϕ,z). Координатная линия 0z во

всех этих системах представляет собой прямую, перпендикулярную плос-

кости, в которой расположены две другие координатные линии (эти

линии для декартовой системы координат представляют собой две вза-

имно перпендикулярные прямые, а для цилиндрической системы коор-

динат – радиус-вектор и дугу окружности).

Так как волновые уравнения (4) и (5) абсолютно идентичны, то в

настоящем подразделе мы будем интегрировать однородное волновое

уравнение для скалярной функции Ω� (ξ,η,z), помня о том, что получен-

ное решение в одинаковой мере удовлетворит уравнениям (4) и (5).

Ориентируем систему координат (ξ,η,z) таким образом, чтобы ось 0z

совпала с продольной осью линии передачи, т.е. с направлением дви-

жения фазового фронта электромагнитной волны, распространяющей-

ся вдоль данной линии (рис. 2). В этом случае оператор Лапласа ∇ 2

(лапласиан) для функции Ω� (ξ,η,z) может быть представлен в следую-

щем виде:

∇ 2 = ∇ 2
⊥  (ξ, η) + ∂2 /∂z2, (10)

где ∇ 2
⊥  (ξ, η) – оператор Лапласа по поперечным координатам (попе-

речный лапласиан).

Для декартовой системы координат

∇ 2
⊥  (x,y) = ∂2 /∂x2 + ∂2 /∂y2. (11)

Рис. 2. Ориентировка обобщенно-цилиндрической системы координат

относительно линии передачи

ξ

η

z

0

0ξ
0z

0η
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Для цилиндрической системы координат

∇ 2
⊥  (ρ,ϕ) = ∂2 /∂ρ2 + (1/ρ) (∂ /∂ρ) + (1/ρ2) (∂2 /∂ϕ2). (12)

При выбранной ориентации обобщенно-цилиндрической системы

координат относительно линии передачи исходное волновое уравнение

для функции Ω� (ξ,η,z) примет следующий вид:

∇ 2
⊥ Ω� (ξ,η,z) + ∂2 Ω� (ξ,η,z)/∂z2 + k2 Ω� (ξ,η,z) = 0. (13)

Решение этого уравнения будем искать методом разделения пере-

менных (методом Фурье). В соответствии с идеей метода, искомую фун-

кцию Ω� (ξ,η,z) представим в виде произведения двух функций, одна из

которых (Ψ(ξ,η)) зависит только от переменных ξ и η, а вторая (
.
Ζ (z)) –

только от переменной z. В этом случае

Ω� (ξ,η,z) = Ψ(ξ,η)
.
Ζ (z), (14)

и уравнение (13) приобретает следующий вид:
.
Ζ (z) ∇ 2

⊥ Ψ(ξ,η) + Ψ(ξ,η) (∂2
.
Ζ (z) / ∂z2) + k2 Ψ(ξ,η)

.
Ζ (z) = 0.

Поделив почленно обе части этого уравнения на произведение

Ψ(ξ,η)
.
Ζ (z) и перейдя во втором члене от частного дифференциала к

полному (так как функция 
.
Ζ (z) зависит только от одной переменной),

получим

(1/ Ψ(ξ,η)) ∇ 2
⊥ Ψ(ξ,η) + (1 /

.
Ζ (z)) (d2

.
Ζ (z) / dz2) = –k2. (15)

В этом уравнении первый член зависит только от переменных ξ и η,

второй – только от переменой z, а их сумма равна постоянной величине

−k2. Уравнение (15) должно быть справедливым при любом значении

переменной z. Очевидно, что это требование может быть удовлетворе-

но только в том случае, если и первый, и второй члены этого уравнения

порознь равны неким постоянным величинам. Обозначим эти постоян-

ные – æ2 и – K2 соответственно. Тогда уравнение (15) может быть пред-

ставлено в виде системы из трех уравнений:

d2
.
Ζ (z) / dz2 + K2

.
Ζ (z) = 0, (16)

∇ 2
⊥  Ψ (ξ,η) + æ2 Ψ (ξ,η) = 0, (17)

æ2 + K2 = k2. (18)
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Метод Фурье позволил нам перейти от исходного трехмерного диф-

ференциального уравнения в частных производных (13) к более простым

уравнениям (16) и (17). Физический смысл, названия и способы определе-

ния постоянных коэффициентов K и æ будут выяснены позднее.

Займемся интегрированием уравнения (16). Оно представляет собой

обыкновенное однородное дифференциальное уравнение второго по-

рядка, решениями которого могут быть комбинации показательных либо

тригонометрических функций и постоянных коэффициентов:
.
Ζ (z) = A exp(–jKz) + B exp(jKz), (19)

.
Ζ (z) = C cos(Kz) + D sin(Kz), (20)

где A, B, C, D – постоянные коэффициенты (постоянные интегрирова-

ния).

Первое решение представляет собой суперпозицию бегущих волн,

распространяющихся навстречу друг другу вдоль оси 0z, а второе – сто-

ячую волну, установившуюся вдоль оси 0z. Очевидно, что исходя из

физических условий решаемой задачи, необходимо отбросить решение

(20) и оставить только (19), так как вдоль линии передачи (вдоль оси

0z) должны распространяться электромагнитные волны, переносящие

энергию.

Сопоставляя (19) с решением для плоской однородной волны, прихо-

дим к выводу, что первое слагаемое в этом решении характеризует па-

дающую волну, распространяющуюся вдоль линии передачи в положи-

тельном направлении оси 0z, а второе – отраженную волну, распростра-

няющуюся в отрицательном направлении оси 0z. Соответственно вели-

чину K называют продольным волновым числом.

Если учесть, что по условиям решаемой задачи линия передачи явля-

ется однородной и бесконечно длинной, то отраженная волна в ней дол-

жна отсутствовать, и выражение (14) приобретает следующий вид:

Ω� (ξ,η,z) = Ψ (ξ,η) A exp(–jKz). (21)

Что касается уравнения (17), то его решение будет зависеть от фор-

мы поперечного сечения линии. Дело в том, что граничное условие (2)

может быть использовано для определения постоянных интегрирова-

ния наиболее простым образом в том случае, когда координатные по-

верхности системы координат, в которой раскрыто уравнение (17), мо-

гут быть совмещены с проводящими поверхностями рассматриваемой

линии передачи. Поэтому, отложив решение уравнения (17) до рассмотре-
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ния конкретных типов линий передачи, отметим лишь, что функция

Ψ(ξ,η) определяет зависимость продольных составляющих векторов E
и H  от поперечных пространственных переменных. Соответственно

величину æ называют поперечным волновым числом.

Опираясь на решение (21), можно записать выражения для функций.

zΕ (ξ,η,z) и 
.

zΗ (ξ,η,z), которые являются решениями уравнений (4) и (5):

.

zΕ (ξ,η,z) = Е(ξ,η) AЕ exp(–jKz), (22)

.

zΗ (ξ,η,z) = Н(ξ,η) AН exp(–jKz), (23)

где Е(ξ,η), Н(ξ,η) – функции от поперечных пространственных пере-

менных, которые предстоит найти в результате решения уравнения (17).

Результаты исследований, проведенных в настоящем подразделе,

позволяют сделать следующие выводы:

зависимость составляющих векторов E  и H  направляемых волн от

продольной пространственной переменной z одинакова для линий пе-

редачи любых конструкций и определяется функцией Z(z) = Aexp(–jKz),

где A – амплитудный коэффициент, K – продольное волновое число;

зависимости составляющих векторов E  и H  направляемых волн от

поперечных пространственных переменных для линий передачи различ-

ных конструкций отличаются друг от друга; вид этих зависимостей мо-

жет быть найден путем интегрирования дифференциального уравнения

(17), раскрытого в такой системе координат (являющейся частным слу-

чаем обобщенно-цилиндрической системы), координатные поверхнос-

ти которой могут быть совмещены с проводящими поверхностями рас-

сматриваемой линии передачи;

постоянные коэффициенты, получаемые при интегрировании урав-

нения (17), должны быть найдены с использованием граничного усло-

вия (2), трансформированного для рассматриваемой линии передачи.

3.4. Особенности распространение направляемых
электромагнитных волн

Выше было установлено, что зависимость векторов E  и H  любых

направляемых волн от продольной пространственной координаты z оп-

ределяется множителем exp(–jKz), где в соответствии с формулой (18)

K = ± (k2 – æ2) 0.5. (24)
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Следовательно, для всех направляемых волн можно установить не-

которые общие закономерности их распространения.

Т-волны. Для Т-волн поперечное волновое число æ = 0, а продоль-

ное волновое число K = k. Это означает, что в линиях передачи без

потерь Т-волны распространяются без затухания и с той же фазовой

скоростью V, что и в свободном пространстве:

V = ω / k = 1 /
а а

ε µ . (25)

Длина волны Т-волн в линиях передачи также равна длине волны в

свободном пространстве:

λ = 2π / k = V / f. (26)

Важно отметить, что линия, по которой распространяется только Т-

волна, представляет собой недиспергирующую систему.

Е- и Н-волны. Для этих волн поперечное волновое число æ ≠ 0, а

продольное волновое число K отличается от k. Рассмотрим, как будет

изменяться величина K в зависимости от частоты колебаний ω. В ре-

альных системах частота ω есть частота источника, возбуждающего поле,

т.е. частота генератора. Положим в общем виде

K = β – jα,  j K = α + jβ.  (27)

В зависимости от величины ω могут иметь место три случая (напом-

ним, что k = ω
а а

ε µ ).

Волновое число k > æ (частота ω достаточно высокая). При этом

продольное волновое число K является чисто вещественной величиной

(см.(24)). Следовательно, в данном случае (см. (27)) K = β, α = 0. Волна

распространяется вдоль линии без затухания и процесс ее распростра-

нения определяется множителем exp(–jβz), где β играет роль коэффици-

ента фазы этой волны:

β = (k2 – æ2)0.5 = (ω2 ε
a 
µ
a
 – æ2)0.5. (28)

Волновое число k < æ (частота ω низкая). При этом продольное

волновое число K является чисто мнимой величиной (см. (24)) и, в

соответствии с (27), K = –jα, β = 0. Это означает, что в данном случае в

линии передачи существует не электромагнитная волна, а нераспрост-

раняющееся электромагнитное поле, «привязанное» к источнику воз-

буждения и затухающее по мере удаления от него по закону exp(–αz),

где α – коэффициент затухания, равный

α = (æ2 – k2) 0.5 = (æ2 – ω2 ε
a µa

)0.5.  (29)
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Необходимо отметить, что для нераспространяющегося поля умень-

шение амплитуд векторов E�  и H�  по мере удаления от источника воз-

буждения не связано с потерями энергии электромагнитного поля за

счет перехода ее в другие формы, а является особенностью структуры

поля данного типа.

Фазы векторов E�  и H�  нераспространяющегося поля во всех точках

линии передачи имеют одинаковое значение и не зависят от расстояния

до источника возбуждения.

Волновое число k = æ. При этом продольное волновое число K = 0.

Формально в этом случае в линии передачи нет ни волны, ни нераспро-

страняющегося поля. Такой режим работы линии передачи называют

критическим, а частоту, при которой наступает этот режим, также на-

зывают критической и обозначают ω
кр

. Она определяет границу пере-

хода от режима, при котором в линии передачи могут распространяться

электромагнитные волны, к режиму, при котором распространение элек-

тромагнитных волн вдоль линии передачи невозможно.

Из выражения (24), полагая K = 0, находим

ω
кр

 = æ V = æ /
а а

ε µ , (30)

f
кр 

= ω
кр 

/ 2π = æ V / 2π = æ / (2π 
а а

ε µ ), (31)

где V – фазовая скорость плоской электромагниной волны, распростра-

няющейся в свободном пространстве.

Из формул (30), (31) видно, что критическая частота зависит не только

от поперечного волнового числа æ, но и от параметров диэлектрика,

заполняющего линию передачи. Такая зависимость иногда оказывается

неудобной, поэтому помимо ω
кр

 и f
кр

 для характеристики критического

режима пользуются параметром «критическая длина волны» – λ
кр

, под

которой понимают длину волны плоской однородной волны, распрост-

раняющейся в свободном пространстве, частота возбуждения которой

равна f
кр

:

λкр = V / fкр = 2π / æ. (32)

Таким образом, в отличие от Т-волн, Е- и Н-волны могут распрост-

раняться вдоль линии передачи не при любых частотах, а лишь при

выполнении условия

f > f
кр 

или λ < λ
кр

, (33)
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где f – частота возбуждающего линию передачи генератора, а λ – длина

волны в свободном пространстве, соответствующая этой частоте.

Найдем фазовую и групповую скорости Е- и Н-волн, распространяю-

щихся вдоль линии передачи – V
ф 

и V
гр

.

Для этого запишем мгновенное значение функции 
.

Ζ (z) для падаю-

щей волны – Z(z,t) (см. выражения (19) и (21)):

Z(z,t) = Rε{
.
Ζ (z) exp(jωt)} = A cos(ωt – βz).

Приравняв аргумент косинуса этого выражения постоянной величи-

не, получим

z = (ωt – const) / β.

Фазовая скорость будет равна производной по времени от получен-

ной величины z

Vф = ∂ z /∂t = ω / β, (34)

где β определяется выражением (28).

Продолжая преобразования, найдем

Vф = ω / (k2 – æ2)0.5 = (ω / k) / (1 – æ2 / k2)0.5 =

= V / ((1 – (λ / λ
кр

)2)0.5 = V / ((1 – (f
кр 

/ f)2)0.5. (35)

Анализ выражения (35) показывает, что, во-первых, V
ф 

зависит от

частоты генератора и, следовательно, линии передачи с Е- и Н-волнами

являются диспергирующими системами. Во-вторых, Vф оказывается боль-

ше, чем фазовая скорость плоской однородной волны в свободном про-

странстве V. Этот результат, на первый взгляд, может показаться проти-

воречащим основному постулату теории относительности, согласно ко-

торому передача сигналов со скоростью, превышающей скорость света

в пустоте, невозможна. На самом деле противоречия, конечно, нет, так как

скорость передачи сигнала электромагнитной волной, равная 1/(∂β/∂ω),

совпадает с фазовой скоростью этой волны и скоростью переноса энер-

гии только для плоской однородной волны, распространяющейся в сво-

бодном пространстве. Для Е- и Н-волн скорость передачи сигнала, ко-

торую мы назовем групповой скоростью и обозначим V
гр

, отличается от

V
ф
 и равна:

V
гр

 = 1 / (∂β / ∂ω) = 1 / (∂((ω2 ε
a 
µ
a
 – æ2) 0.5) / ∂ω) =

= V (1 – (λ / λкр)2)0.5 = V (1 – (fкр / f)
2)0.5. (36)
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Как и следовало ожидать, V
гр 

оказывается меньше, чем V. Примеча-

тельно, что всегда выполняется условие

V
гр

 V
ф 

= V2.

Найдем длину волны Е- и Н-волн, распространяющихся вдоль ли-

нии передачи.

Фазовая скорость V
ф
 определяет длину волны в линии передачи, ко-

торую мы обозначим Λ и будем понимать под ней расстояние, которое

Е- или Н-волна проходит вдоль линии за отрезок времени, равный пе-

риоду колебаний T:

Λ = V
ф 

T. (37)

Подставляя в (37) значение V
ф 

из (35), и учитывая, что T = λ / V,

получаем

Λ = λ / (1 – (λ / λ
кр

)2)0.5 = λ / (1 – (f
кр 

/ f)2)0.5, (38)

где λ – длина волны в свободном пространстве, соответствующая час-

тоте генератора, возбуждающего Е- и Н-волны в линии передачи.

Как и следовало ожидать, при одной и той же частоте возбуждения

длина волны в линии передачи Λ оказывается больше длины волны в

свободном пространстве λ.

Из формул (38) и (35) следует, что с увеличением частоты возбужда-

ющего генератора длины волн электрических и магнитных волн в ли-

нии передачи и их фазовые скорости приближаются к длине волны и

фазовой скорости плоской волны в свободном пространстве. Этот ре-

зультат можно объяснить тем, что, по мере увеличения частоты, отно-

сительные (по отношению к λ) размеры поперечного сечения линии

передачи возрастают и условия распространения волн вдоль линии пе-

редачи все больше приближаются к условиям, существующим при рас-

пространении волны в свободном пространстве.

Наоборот, при стремлении f к f
кр 

значения Λ и V
ф
 все больше превос-

ходят λ и V, стремясь в пределе (при f = f
кр

) к бесконечности.

Установив общие свойства направляемых волн, перейдем к рассмот-

рению структуры электромагнитного поля этих волн для конкретных

направляющих систем.
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4. СТРУКТУРА ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ Е- И Н-ВОЛН,
РАСПРОСТРАНЯЮЩИХСЯ В ПРЯМОУГОЛЬНОМ

ВОЛНОВОДЕ

Прямоугольным волноводом называют односвязный металлический

волновод, поперечное сечение которого имеет форму прямоугольника.

Стандартные прямоугольные волноводы представляют собой латунные

или дюралевые трубы прямоугольного поперечного сечения, линейные

размеры которого соответствуют гостированным числовым рядам. Вол-

новоды позволяют передавать большие мощности при малых потерях.

Однако передача электромагнитной энергии по полой трубе возможна

лишь тогда, когда линейные размеры ее поперечного сечения соизмери-

мы с длиной волны или превосходят ее. Поэтому приемлемыми для прак-

тики габаритами (соответственно весом и стоимостью) обладают ме-

таллические волноводы для волн, длина которых в свободном простран-

стве не превышает 20–25 см.

4.1. Система уравнений для Е-волн в прямоугольном волноводе

В подразд. 3.3 было показано, что для определения законов измене-

ния продольной составляющей
.

zΕ  в поперечной плоскости линии пере-

дачи необходимо проинтегрировать дифференциальное уравнение (17).

При выборе системы координат, в которой будет раскрыт поперечный

лаплассиан ∇ 2
⊥ , необходимо придерживаться следующего правила: ко-

ординатные поверхности выбираемой системы должны совпадать по

форме с граничными поверхностями рассматриваемой линии передачи.

Выполнение этого правила позволяет использовать граничные условия

для касательных составляющих вектора E  при определении постоян-

ных интегрирования. Очевидно, что для прямоугольного волновода это-

му правилу удовлетворяет прямоугольная (декартова) система коорди-

нат, так как ее координатными поверхностями являются взаимно пер-

пендикулярные плоскости, которые можно совместить с граничными

поверхностями (стенками) прямоугольного волновода.

Разместим прямоугольную систему координат так, как показано на

рис. 3. В этом случае верхняя и нижняя стенки волновода находятся в

плоскостях y = 0 и y = b, а боковые – в плоскостях x = 0 и x = a. Уравне-

ние (17) в декартовой системе координат имеет следующий вид:

∂2Ψ(x,y) /∂x2 + ∂2Ψ(x,y) /∂y2 + æ2Ψ(x,y) = 0. (39)
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При интегрировании уравнения (39) воспользуемся уже знакомым

нам методом Фурье. Представим функцию Ψ(x,y) в виде произведения

двух функций X(x) и Y(y), каждая из которых зависит только от одной

пространственной переменой:

Ψ(x,y) = X(x) Y(y). (40)

Подставим (40) в (39) и выполним частное дифференцирование

Y(y) ∂2X(x)/∂x2 + X(x)∂2Y(y)/∂y2 + æ2 X(x)Y(y) = 0. (41)

Перейдя в (41) от частных дифференциалов к обыкновенным и поде-

лив его почленно на произведение X(x) Y(y), имеем

(1/X(x)) d2X(x)/d x2 + (1/Y(y)) d2Y(y)/d y2 = –æ2. (42)

Используя те же доводы, что и при анализе уравнения (15), прирав-

няем первый член уравнения (42) постоянному коэффициенту – k
x

2
,
 а

второй – постоянному коэффициенту – k
y

2, физический смысл которых

будет выяснен позднее. В этом случае уравнение (42) может быть пред-

ставлено в виде системы из трех более простых уравнений:

d2X(x)/d x2 + k
x

2X(x)
 
= 0, (43)

d2Y(y)/d y2 + k
y

2Y(y) = 0, (44)

k
x

2
 + k

y

2 = æ2. (45)

Уравнения (43) и (44) являются уже знакомыми нам обыкновенными

однородными дифференциальными уравнениями второго порядка, ре-

шениями которых являются комбинации показательных либо тригоно-

метрических функций и постоянных коэффициентов (см. (16), (19), (20)).

Однако, в отличие от уравнения (16), когда по физическим соображе-

ниям мы выбрали для него решение (19), представляющее собой супер-

позицию бегущих волн, в данном случае следует выбрать решения, пред-

ставляющие собой стоячие волны, а решения в виде бегущих волн от-

Рис. 3. Система координат прямоугольного волновода

a

b

x

y z

0

0y

0x

z
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бросить как физически не реализуемые, так как распространению бегу-

щих волн в направлениях осей 0x и 0y препятствуют металлические

стенки волновода. Таким образом, решение уравнения (43) для рассмат-

риваемого случая будет иметь следующий вид:

X(x) = C cos(k
x
 x) + Dsin(k

x
 x). (46)

В выражение (46) входят три постоянные коэффициента C, D и k
x
,

для определения которых необходимо воспользоваться граничным ус-

ловием (2).

Граничное условие (2) для выбранного расположения декартовой

системы координат относительно стенок волновода (см. рис. 3) транс-

формируется в следующие условия для составлющей
.

zΕ :
.

zΕ  = 0 при x =
0, x = a, y = 0 и y = b. Применительно к уравнению (46) это означает, что

при x = 0 и при x = a правая часть уравнения должна обращаться в нуль.

Первое условие может быть выполнено только в том случае, если C = 0,

а второе – если k
x = mπ/a, где m – любое целое положительное число; a –

поперечный размер широкой стенки волновода. Таким образом, исполь-

зуя граничные условия, мы определили значения постоянных коэффи-

циентов C и k
x
, и уравнение (46) принимает следующий вид:

X(x) = D sin(k
x 
x) = D sin((mπ/a)x). (47)

Проведя аналогичные операции с уравнением (44), получаем

Y (y) = B sin((k
y
y) = B sin((nπ/b)y), (48)

где B – постоянный коэффициент, k
y
 = nπ/b – постоянный коэффициент,

n – любое целое положительное число, b – поперечный размер узкой

стенки волновода.

Подставив (47) и (48) в (40), имеем

Ψ(x,y) = B D sin((mπ/a)x) sin((nπ/b)y). (49)

Численные значения коэффициентов B и D зависят от параметров

источника, возбуждающего электромагнитную волну в линии переда-

чи. Подставив (49) в (22) и обозначив произведение коэффициентов B,

D и A как Е
0
, получим окончательное решение волнового уравнения

для продольной составляющей
.

zΕ  вектора напряженности электричес-

кого поля Е-волн в прямоугольном волноводе
.

zΕ (x,y,z) = Е
0 

sin((mπ/a)x) sin((nπ/b)y) exp(–jKz). (50)

Чтобы воспользоваться уравнениями связи (6) для определения по-

перечных составляющих векторов напряженности электрического и маг-
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нитного полей Е-волн в прямоугольном волноводе, необходимо найти

частные производные ∂
.

zΕ /∂x и ∂
.

zΕ /∂y. Вычислим их, проведя частное

дифференцирование выражения (50) по переменным x и y:

∂
.

zΕ  /∂x = (mπ/a) Е
0
 cos((mπ/a)x) sin((nπ/b)y) exp(–jKz).

∂
.

zΕ  /∂y = (nπ/b) Е
0 

sin((mπ/a)x) cos((nπ/b)y) exp(–jKz).

Анализ уравнения (50) и его частных производных показывает, что

для Е-волн целые числа m и n, входящие в выражения для коэффициен-

тов k
x 

и k
y,
 не должны равняться нулю, так как в противном случае все

составляющие векторов E  и H  этих волн будут равняться нулю.

Подставляя значения вычисленных частных производных в уравне-

ния (6), получим систему уравнений для составляющих векторов E  и

H  поперечно-магнитных волн (Е-волн) в прямоугольном волноводе:
.

xΕ = (–j K / æ2) (mπ/a) Е
0
 cos((mπ/a)x) sin((nπ/b)y) exp(–jKz),

.

yΕ = (–j K / æ2) (nπ/b) Е
0 

sin((mπ/a)x) cos((nπ/b)y) exp(–jKz),

.

zΕ = Е0 sin((mπ/a)x) sin((nπ/b)y) exp(–jKz),

.

xΗ = (j ωε
a 

/ æ2) (nπ/b) Е
0 

sin((mπ/a)x) cos((nπ/b)y) exp(–jKz),

.

yΗ = (–j ωε
a 

/ æ2) (mπ/a) Е
0
 cos((mπ/a)x) sin((nπ/b)y) exp(–jKz),

.

zΗ = 0. (51)

Уравнения (51) могут быть записаны в более компактном виде:
.

xΕ = –j Е
0x

 cos(k
x
x) sin(k

y
y) exp(–jKz) = –j Е

x
(x,y) exp(–jKz),

.

yΕ = –j Е
0y 

sin(k
x
x) cos(k

y
y) exp(–jKz) = –j Е

y
(x,y) exp(–jKz),

.

zΕ = Е
0z 

sin(k
x
x) sin(k

y
y) exp(–jKz) = Е

z
(x,y) exp(–jKz),

.

xΗ = j H0x sin(k
x
x) cos(k

y
y) exp(–jKz) = j H

x
(x,y) exp(–jKz),

.

yΗ = –j H
0y

 cos(k
x
x) sin(k

y
y) exp(–jKz) = –j H

y
(x,y) exp(–jKz),

.

zΗ = 0,  (52)
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где Е
x
(x,y), Е

y
(x,y), Е

z
(x,y), Н

x
(x,y), Н

y
(x,y) – амплитуды соответствую-

щих составляющих векторов E  и H , а Е
0x

, Е
0y

, Е
0z

, H
0x

, H
0y 

– макси-

мальные значения этих амплитуд.

Полезно отметить, что в случае Е-волн, являющихся неоднородными

плоскими волнами, амплитуды составляющих векторов E  и H  изменя-

ются при перемещении вдоль фазового фронта этих волн (в отличие от

однородных плоских волн, распространяющихся в свободном простран-

стве).

4.2. Система уравнений для Н-волн в прямоугольном волноводе

Отличие решения уравнения (17) для Н-волн от решения для Е-волн

заключается в применении граничных условий. Дело в том, что уравне-

ние (2), которое в случае Е-волн непосредственно трансформируется в

граничные условия для составляющей
.

zΕ
,
 в данном случае (т.е. приме-

нительно к продольной составляющей вектора напряженности магнит-

ного поля) может быть использовано лишь опосредованно с помощью

системы уравнений связи (7). Причем граничные условия могут быть

получены не непосредственно для составляющей
.

zΗ , а лишь для ее ча-

стных производных ∂
.

zΗ
 
/ ∂y и ∂

.

zΗ  
/ ∂x (см. первые два уравнения

системы (7)). Так как 
.

Ε
x
 является касательной составляющей при y = 0

и при y = b, а
.

yΕ  является касательной составляющей при x = 0 и при

x = a, то окончательно получаем

∂
.

zΗ  
/ ∂y = 0 при y = 0 и при y = b,

∂
.

zΗ
 / ∂x = 0 при x = 0 и при x = a.

Используя эти граничные условия при решении уравнения (17) на-

ходим выражение для составляющей
.

zΗ  
магнитных волн (Н-волн) в пря-

моугольном волноводе
.

zΗ
.

zΗ (x,y,z) = Н
0 

cos((mπ/a)x) cos((nπ/b)y) exp(–jKz). (53)

Анализ уравнения (53) показывает, что, в отличие от уравнения (50),

в данном случае целые числа m и n порознь могут равняться нулю.

Найдя частные производные ∂
.

zΗ / ∂y и ∂
.

zΗ / ∂x и подставляя полу-

ченные значения в уравнения связи (8), получаем систему уравнений

для векторов E  и H  магнитных волн (Н-волн) в прямоугольном волно-

воде:
.

xΕ = (j ωµ
a 

/ æ2) (nπ/b) H
0 

cos((mπ/a)x) sin((nπ/b)y) exp(–jKz),
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.

yΕ = (– j ωµ
a 

/ æ2) (mπ/a) H
0
 sin((mπ/a)x) cos((nπ/b)y) exp(–jKz),

.

zΕ = 0,
.

xΗ = (j K / æ2) (mπ/a) Н
0
 sin((mπ/a)x) cos((nπ/b)y) exp(–jKz),

.

yΗ = (j K / æ2) (nπ/b) H
0 

cos((mπ/a)x) sin((nπ/b)y) exp(–jKz),
.

zΗ = Н
0 

cos((mπ/a)x) cos((nπ/b)y) exp(–jKz). (54)

Уравнения (54) могут быть записаны в более компактном виде:
.

xΕ = j Е
0x

 cos(k
x
x) sin(k

y
y) exp(–jKz) = j Е

x
(x,y) exp(–jKz),

.

yΕ = –j Е
0y 

sin(k
x
x) cos(k

y
y) exp(–jKz) =–j Е

y
(x,y) exp(–jKz),

.

zΕ = 0,
.

xΗ = j H
0x 

sin(k
x
x) cos(k

y
y) exp(–jKz) = j H

x
(x,y) exp(–jKz),

.

yΗ = j H0y cos(k
x
x) sin(k

y
y) exp(–jKz) = j H

y
(x,y) exp(–jKz),

.

zΗ = H
0z

 cos(k
x
x) cos(k

y
y) exp(–jKz) = H

z
(x,y) exp(–jKz). (55)

4.3. Анализ решений уравнений Максвелла
для прямоугольного волновода

Полученные выше системы уравнений ((51), (52)) и ((54), (55)) явля-

ются решениями уравнений Максвелла, удовлетворяющих физическим

условиям рассматриваемой задачи и граничным условиям. Следователь-

но, в соответствии с теоремой единственности, эти решения однознач-

но описывают законы изменения в пространстве (а если вспомнить связь

гармонических векторов с их комплексными амплитудами – то и во

времени) векторов E  и H  внутри волновода. Попробуем на основе этих

математических выкладок описать физическую картину электромагнит-

ных процессов, происходящих внутри волновода.

Прежде всего запишем развернутую формулу для критической дли-

ны волны Е- и Н-волн (см. (32),(45),(47) и (48)).

λ
кр 

= 2π / æ = 2π / (k
x

2
 
+ k

y

2)0.5 = 2 / ((m/a)2 + (n/b)2) 0.5, (56)

где m и n – целые положительные числа, которые для Н-волн могут

порознь равняться нулю, а для Е-волн начинаются с единицы.

Каждой паре целых чисел m и n соответствуют разные значения век-

торов E  и H , а также разные значения λ
кр,

 V
ф 

и Λ. Физически это озна-
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чает, что при выполнении определенных условий в волноводе могут

одновременно существовать различные по своей структуре и фазовой

скорости Е- и Н-волны. Эти волны носят название «собственных волн»

волновода и обозначаются Е
mn

 или Н
mn

, где латинские заглавные буквы

определяют принадлежность собственной волны к классу Е- или Н-

волн, а нижние индексы m и n определяют тип собственной волны (т.е.

структуру электрического и магнитного полей этой волны).

Характеристическое сопротивление Е и Н-волн в прямоугольном вол-

новоде ( E
0Ζ� , H

0Ζ� ). Характеристическое сопротивление собственных волн

равно отношению взаимно перпендикулярных поперечных составляю-

щих векторов E  и H  этих волн. Обратившись к системе уравнений для

Е-волн (51), находим

E
0Ζ� = 

.

xΕ /
.

yΗ  = –
.

yΕ  /
.

xΗ  = K/ωε
a 
= /

а а
µ ε  (1 – (λ / λ

кр
)2)0.5 =

=
.

0Ζ  (1 – (λ / λ
кр

)2)0.5, (57)

где
.

0Ζ  – характеристическое сопротивление плоской однородной волны

в свободном пространстве.

Обратившись к системе уравнений для Н-волн (54), находим

H
0Ζ� = 

.

xΕ /
.

yΗ  = –
.

yΕ  /
.

xΗ  = ωµ
a /K = /

а а
µ ε  / (1 – (λ / λкр)2)0.5 =

=
.

0Ζ  / (1 – (λ / λ
кр

)2)0.5. (58)

Как следует из выражений (57) и (58), характеристические сопро-

тивления собственных волн волновода, в отличие от
.

0Ζ , изменяются

при изменении частоты возбуждающего генератора.

Волна основного типа в прямоугольном волноводе. Собственные волны

могут распространяться по волноводу не при любых частотах, а лишь при

соблюдении условия (33). Следовательно, возможно такое соотношение

между поперечными размерами волновода и частотой возбуждающего ге-

нератора, при котором в волноводе будут одновременно распространяться

несколько собственных волн (теоретически – любое количество).

В то же время, возможно такое соотношение между названными выше

параметрами, при котором в волноводе не сможет распространяться ни

одна из собственных волн.

И, наконец, можно выдержать такое соотношение между размерами

волновода и частотой возбуждающего генератора, при котором в вол-

новоде может распространяться только одна собственная волна, имею-

щая наибольшую из всех собственных волн критическую длину волны.
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Эта собственная волна называется «основной волной волновода» или

«волной низшего типа».

Для стандартного прямоугольного волновода, у которого a > b, вол-

ной основного типа будет собственная волна Н
10.

 Критическая длина

волны для собственной волны Н
10 

равна 2a (см. (56)). По отношению к

волне Н10 все прочие собственные волны называются волнами высших

типов.

На рис.4 показано соотношение между критическими длинами волн

и критическими частотами нескольких собственных волн прямоуголь-

ного волновода, имеющего поперечные размеры 23х10 мм. Этот рису-

нок наглядно демонстрирует наличие такого диапазона частот возбуж-

дающего данный волновод генератора, в пределах которого волна Н10

является единственно возможной собственной волной данного волно-

вода, так как только для нее выполняется условие λ< λ
кр

. На практике,

Рис. 4. Критические длины волн (а) и критические частоты (б) собственных

волн прямоугольного волновода, имеющего поперечные размеры 23х10 мм
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при разработке различных волноводных узлов и блоков, очень часто

оказывается необходимым создать в волноводе именно такой режим ра-

боты. Поэтому рассмотрим структуру поля и особенности распростра-

нения собственной волны Н
10 

более подробно.

4.4. Структура поля волны Н
10 

в прямоугольном волноводе

Для волны Н
10

 m = 1, n = 0, следовательно, k
x
 = π/a, k

y
 = 0, λ

кр
= 2a, а

система уравнений (55) преобразуется к следующему виду:
.

xΕ = 0,
.

yΕ = – j Е
0y 

sin((π/a)x) exp(–jKz) = – j E
y
(x) exp(–jKz),

.

zΕ = 0,
.

xΗ = j H
0x 

sin((π/a)x) exp(–jKz) = j H
x
(x) exp(–jKz),

.

yΗ = 0,
.

zΗ = H
0z

 cos((π/a)x) exp(–jKz) = H
z
(x) exp(–jKz). (59)

Анализ уравнений (59) показывает, что вектор E  волны Н
10

 имеет

только одну составляющую
.

yΕ , расположенную в плоскости попереч-

ного сечения волновода, а вектор H  – две составляющие:
.

xΗ , располо-

женную в плоскости поперечного сечения волновода, и
.

zΗ , параллель-

ную продольной оси симметрии волновода. В отличие от плоских одно-

родных поперечных волн, у которых амплитуды векторов E  и H  не ме-

няются в плоскости их фазового фронта, амплитуды составляю-

щих
.
E y ,

.

xΗ  и
.

zΗ
 
векторов E  и H  волны Н

10 
изменяются в плоскости

фазового фронта этой волны. Амплитуды составляющих 
.
E y и

.

xΗ  име-

ют максимальные значения (Е
0y

 и H
0x

) в центре волновода и спадают до

нуля около его боковых стенок, а амплитуда составляющей
.

zΗ  
имеет

максимум (H
0z

) около боковых стенок и спадает до нуля в центре волно-

вода. Фазовые соотношения между этими составляющими таковы, что

по отношению к
.
E y  составляющая

.

xΗ  сдвинута в пространстве и во

времени на π (т.е. находится по отношению к ней в противофазе), а

составляющая
.

zΗ  
– на π/2 (т.е. находится по отношению к ней в квадра-

туре). Cоответственно, составляющие
.

xΗ  и
.

zΗ
 
сдвинуты по фазе друг

относительно друга на π/2.

Формулы для гармонических векторов E  (x,z,t) и H  (x,z,t) волны Н
10

имеют следующий вид:
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E (x,z,t) = – 0y E
y
(x,z,t) = – 0y E

y
(x) sin (ωt – Kz), (60)

H (x,z,t) = 0x H
x
(x,z,t) + 0z H

z
(x,z,t) =

= 0x H
x
(x) sin (ωt – Kz) + 0z H

z
(x) cos (ωt – Kz), (61)

где E
y
(x), H

x
(x), H

z
(x) – амплитуды составляющих E

y
(x,z,t), H

x
(x,z,t) и

H
z
(x,z,t).

Амплитуды E
y
(x), H

x
(x), H

z
(x) имеют максимальные значения Е

0y
, H

0x
,

H
0z

, а их зависимость от пространственной переменной х описывается

следующими выражениями (см.(56)):

E
y
(x) = Е

0y 
sin((π/a)x);  (62)

H
x
(x) = H0x sin((π/a)x);  (63)

H
z
(x) = H

0z
 cos((π/a)x). (64)

Рис. 5. Структура электрического поля волны Н
10 

в прямоугольном волноводе

а)

λ/2

λ/
2

Е
0y

2

2

1 1

33

Е
0y

Е
0y

Е
y
(x)

Е
y
(x=0.5a; t=t

1
)

пл.22

пл.22

пл.11

пл.33

y

x

b

a

x a

б)

в) г)

д)



27

На рис. 5, а, б, в приведены графические изображения силовых ли-

ний вектора E  волны Н
10

 в плоскости поперечного сечения волновода

(пл.11) и в двух взаимно перпендикулярных продольных плоскостях,

параллельных узким и широким стенкам волновода и проходящим че-

рез ось его геометрической симметрии (пл.22 и пл.33 соответственно).

Изображение сделано для момента времени t1, когда вектор Е(x,z,t) дос-

тигает в плоскости 11 своего максимального положительного значения.

На рис. 5, г приведена зависимость составляющей Е
y
(x,z,t) от простран-

ственной переменной (координаты) z в плоскости 22 для момента вре-

мени t
1
, a на рис. 5, д – зависимость амплитуды этой составляющей от

координаты x в плоскости 11.
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0
,2

5
λ

H
0x

2

2

1 1
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4 4

е) ж)

00

0

Рис. 6. Структура магнитного поля волны Н
10 

в прямоугольном волноводе

пл.11
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На рис. 6, а, б, в изображены силовые линии вектора H  волны Н
10

 в

плоскостях 11, 22 и 33 для момента времени t = t
1
. На рис. 6, г, д приве-

дены зависимости составляющей H
x
(x,z,t) от координаты z в пл.22 и

составляющей H
z
(x,z,t) от координаты z в плоскости y0z для момента

времени t
1
. На рис. 6, е, ж приведены зависимости амплитуд Н

x
(x) и

Н
z
(x) от координаты x в поперечных плоскостях 11 и 44 соответственно.

4.5. Распределение токов проводимости по стенкам волновода,
в котором распространяется волна Н

10

Познакомимся со структурой токов проводимости, возбуждаемых

волной Н
10

 на внутренних поверхностях стенок волновода (напомним,

что стенки волновода считаются идеально проводящими и по ним мо-

гут течь только поверхностные токи).

Как известно, вектор плотности поверхностного тока ( повδ ), воз-

буждаемого в идеальном проводнике, перпендикулярен касательной со-

ставляющей вектора напряженности магнитного поля ( Hτ ) электромаг-

нитной волны, возбуждающей этот ток, и связан с ней следующим со-

отношением:

повδ = n × Hτ , (65)

где n  – внешняя нормаль к поверхности идеального проводника.

Для волны Н
10 

касательными к стенкам волновода составляющими

вектора H  являются:

– для верхней и нижней стенок – составляющие Н
x
 и Н

z
 при y = 0

и y = b;

– для боковых стенок – составляющая Н
z
 при x = 0 и x = a.

В результате, мгновенная (для

момента времени t = t
1
) картина си-

ловых линий векторов плотности

токов проводимости, текущих по

внутренним поверхностям стенок

волновода, будет иметь вид, изоб-

раженный на рис. 7. Важно отме-

тить, что в локальных областях, рас-

положенных в центре волновода на

расстоянии Λ/2 друг от друга, из ко-

торых исходят (или в которые вхо-

λ/2
пл.44

см
δ

пр
δ

пр
δ

Рис. 7. Силовые линии токов

проводимости, текущих по стенкам

прямоугольного волновода, в котором

распространяется волна Н
10
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дят) силовые линии токов проводимости, эти силовые линии замыкаются

силовыми линиями токов смещения
см

δ  (напомним, что
см

δ = ∂ E /∂t). Для

того, чтобы не загромождать рис. 7, на нем изображены только те сило-

вые линии токов смещения, которые находятся в плоскости поперечно-

го сечения 44.

Знание картины силовых линий токов проводимости необходимо для

решения задачи размещения излучающих или неизлучающих щелей на

стенках волновода. Излучающими являются щели, прорезанные пер-

пендикулярно силовым линиям токов проводимости, а неизлучающими

– параллельно этим силовым линиям. Следовательно, если в волноводе

распространяется волна Н
10

, то любая щель, прорезанная в боковой стенке

волновода параллельно оси 0z будет излучающей, в то время как щель,

прорезанная посередине широкой стенки волновода параллельно оси

0z, – неизлучающей и т.д.

4.6. Структуры полей Н-волн высших типов
в прямоугольном волноводе

Анализ структуры электромагнитного поля любой Н-волны высшего

типа следует начинать с преобразования системы уравнений (54) или

(55) с учетом конкретных значений индексов m и n рассматриваемой

волны. После этого следует изобразить картины силовых линий векто-

ров E  и H данной волны.

Большую помощь в решении этой задачи может оказать следующее

правило. Структуру поля волны Н10 можно считать базовой при пост-

роении картин силовых линий векторов E  и H  собственных волн Н
m0

и Н
0n

. Так, например, для волны Н
20

 картина силовых линий векторов

E  и H в поперечном сечении волновода получается путем двукратного

воспроизведения базовой структуры вдоль широкой стенки волновода

(с учетом фазовых соотношений соседних структур); для волны Н
30

 –

трехкратным воспроизведением, и т. д. Для волны Н01 базовая структу-

ра будет повернута на угол 90°; для волны Н
02 

– повернута на 90° и

воспроизведена дважды и т.д. (рис. 8).

Несколько сложнее решается задача построения картины силовых

линий векторов E и H собственных волн, у которых индексы m и n оба

не равны нулю. В этом случае необходимо сначала построить картину

силовых линий волны Н11, которая затем, в зависимости от конкретных

значений индексов m и n, будет воспроизводиться требуемое число раз
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вдоль широкой и узкой стенок волновода. Таким образом, для собствен-

ных волн типа Н
mn

 базовой структурой является структура поля волны

Н
11

 (рис. 9).

4.7. Структуры полей Е-волн в прямоугольном волноводе

Среди Е-волн наименьшую критическую длину волны имеет соб-

ственная волна Е
11 

(λ
кр

 = 2ab / (a2 + b2)0.5). Система уравнений волны

Е11 имеет следующий вид:

Ex
� = –j Е

0x
 cos((π/a)x) sin((π/b)y) exp(–jKz),

E y
� = –j Е

0y 
sin((π/a)x) cos((π/b)y) exp(–jKz),

Ez
� = Е

0z 
sin((π/a)x) sin((π/b)y) exp(–jKz),

H x
� = j H

0x 
sin((π/a)x) cos((π/b)y) exp(–jKz),

.

yΗ = –j H
0y

 cos((π/a)x) sin((π/b)y) exp(–jKz),

.

zΗ = 0. (66)

Картина силовых линий векторов E и H  этой волны в поперечном се-

чении волновода изображена на рис 10. Структура поля волны Е
11

 являет-

Рис. 8. Силовые линии векторов E  и H  в поперечном сечении прямоуголь-

ного волновода: а – для волны Н
20

, б – для волны Н
30

а) H
20

b

a

б) H
30

а) H
11

b

a

б) H
21

Рис. 9. Силовые линии векторов E  и H  в поперечном сечении прямоуголь-

ного волновода: а – для волны Н
11

, б – для волны Н
21
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ся базовой при построении картин силовых линий векторов E  и H  соб-

ственных волн Е
mn 

(см. правило, изложенное в предыдущем подразделе).

4.8. Физический смысл индексов m и n, входящих в обозначение
собственных волн прямоугольного волновода

Знакомство со структурой полей собственных волн высших типов

облегчает понимание физического смысла индексов m и n, входящих в

обозначения этих волн.

Во всех собственных волнах поле в поперечном сечении волновода

представляет собой стоячие волны, пространственные периоды кото-

рых вдоль осей 0x и 0y равны λ
x
 и λ

y
 соответственно. Индекс m показы-

вает сколько полуволн стоячей волны укладывается вдоль широкой стен-

ки волновода, а индекс n – сколько полуволн стоячей волны укладыва-

ется вдоль узкой стенки волновода.

Формально это заключение можно сделать на основании следующих

математических выкладок:

λ
x
 = 2π/k

x
 = 2 π / (mπ/a) = 2a / m, λ

y
 = 2π/k

y
 = 2 π / (mπ/b) = 2b / m.

Отсюда m = a / (λ
x
 /2); n = b / (λ

y
 /2).

5. СТРУКТУРА ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ Е- И Н-ВОЛН,
РАСПРОСТРАНЯЮЩИХСЯ В КРУГЛОМ ВОЛНОВОДЕ

Круглым волноводом называют односвязный металлический волно-

вод, поперечное сечение которого имеет форму круга. Стандартные круг-

лые волноводы представляют собой латунные или дюралевые трубы

круглого поперечного сечения, диаметры которых соответствуют гос-

тированным числовым рядам.

Решение системы уравнений Максвелла для круглого волновода во

многом аналогично уже знакомому нам решению этих уравнений для

волновода прямоугольного:

а) E
11

b

a

б) E
22

Рис. 10. Силовые линии векторов E  и H  в поперечном сечении прямоуголь-

ного волновода: а – для волны E
11

, b – для волны E
22
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уравнения Максвелла должны быть записаны в форме (1), а их реше-

ние должно удовлетворять граничному условию (2);

решение этих уравнений мы будем искать в виде суперпозиции плос-

ких неоднородных Е- и Н-волн, распространяющихся вдоль волновода:

волновые уравнения мы будем решать только для продольных со-

ставляющих векторов E  и H , а поперечные составляющие этих векто-

ров находить с помощью уравнений связи;

зависимость продольных составляющих векторов E  и H  от простран-

ственной переменной z, направленной вдоль волновода, будет иметь

вид 
.
Ζ (z) = A exp(–jKz)

Отличие состоит в том, что при определении зависимости продоль-

ных составляющих векторов E  и H  от поперечных пространственных

переменных, уравнение (17) должно быть раскрыто и проинтегрирова-

но в цилиндрической системе координат, так как именно в этой систе-

ме одна из координатных поверхностей может совпадать с внутренней

поверхностью стенки круглого волновода (см. выводы подразд. 3.3).

5.1. Системы уравнений для Е- и Н-волн в круглом волноводе

Ориентируем цилиндрическую систему координат (ρ,ϕ,z) так, чтобы

ось 0z этой системы совпала с продольной осью симметрии круглого

волновода (рис. 11). В этом случае функция Ψ(ξ,η) станет функцией

Ψ(ρ,ϕ), а уравнение координатной поверхности, совпадающей с внут-

ренней поверхностью стенки волновода, будет иметь вид ρ = a, где a –

радиус волновода.

Граничное условие (2) в рассматриваемом случае трансформируется

в следующие соотношения:

Ez
� | ρ= a = 0, (66)

Рис. 11. Система координат круглого волновода

ρϕ

a 0

z

0ρ
0ϕ

0z
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Eϕ
� | ρ= a = 0. (67)

Для дальнейших вычислений нам потребуются также граничные ус-

ловия для продольной составляющей Hz
�

 
или ее пространственных про-

изводных, которые следует вывести из условий (66), (67) и уравнений

связи (9). Воспользовавшись условием (67) и вторым уравнением из

системы уравнений связи (9), имеем:

∂
.

zΗ / ∂ρ | ρ= a 
= 0. (68)

Уравнение (17), записанное в цилиндрической системе координат

будет иметь следующий вид (см. выражение (12)):

∂2 Ψ(ρ,ϕ)/∂ρ2 + (1/ρ) (∂Ψ (ρ,ϕ)/∂ρ) +

+(1/ρ2) (∂2 Ψ (ρ,ϕ)/∂ϕ2) + æ2 Ψ(ρ,ϕ) = 0. (69)

Решение уравнения (69) будем осуществлять методом Фурье. Пред-

ставим функцию
 
Ψ (ρ,ϕ), зависящую от двух переменных ρ и ϕ, в виде

произведения двух функций P(ρ) и Ф (ϕ), каждая из которых зависит

только от одной из этих переменных:

Ψ(ρ,ϕ) = P(ρ) Ф(ϕ)
.

(70)

Подставим (70) в (69) и после несложных преобразований получим

(ρ2/ P(ρ)) ∂2P(ρ)/∂ρ2 + (P(ρ)/ρ) (∂P(ρ)/∂ρ) + æ2ρ2 =

=–(1/Ф(ϕ)) (∂2Ф(ϕ)/∂ϕ2). (71)

Левая и правая части этого уравнения зависят от разных перемен-

ных, поэтому оно может быть справедливо только в том случае, когда

обе его части равны одной и той же постоянной величине. Пусть этой

постоянной величиной будет некоторый коэффициент m2, физический

смысл которого мы определим позднее. В этом случае уравнение (71)

может быть представлено в виде системы из двух однородных диффе-

ренциальных уравнений:

∂2Ф(ϕ)/∂ϕ2 + m2 Ф(ϕ) = 0, (72)

(ρ2/ P(ρ)) ∂2P(ρ)/∂ρ2 + (P(ρ)/ρ) (∂P(ρ)/∂ρ) + æ2ρ2 – m2 = 0. (73)

Уравнение (72) является уже хорошо нам знакомым однородным диф-

ференциальным уравнением второго порядка, решением которого мо-

гут быть показательные или тригонометрические функции (см. (19) и
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(20)). Помня о том, что мы ищем распределение поля в поперечном

сечении волновода, где это поле представляет собой стоячие волны,

оставляем решение в виде суммы тригонометрических функций

Ф(ϕ) = M
1
 cos (mϕ) + M

2 
sin (mϕ). (74)

где M – амплитудный коэффициент.

Так как рассматриваемый волновод обладает круговой симметрией,

то начало отсчета угла ϕ может быть выбрано произвольно и формулу

для Ф(ϕ) можно записать в следующем виде:

Ф(ϕ) = M cos (mϕ). (75)

Коэффициент m, входящий в аргумент косинуса в выражении (75),

может быть только целым числом, так как значение функции Ф(ϕ) не

должно изменяться при изменении ϕ на величину, кратную 2π. Таким

образом

m = 0, 1, 2, … (76)

Величина амплитудного коэффициента M зависит от параметров ис-

точника, возбуждающего собственные волны в волноводе.

Займемся решением уравнения (73). После несложных преобразова-

ний оно может быть представлено в следующем виде:

∂2P(ξ)/∂ξ2 + (1/ξ) (∂P(ξ)/∂ξ) + (1 – m2/ξ2) P(ξ) = 0, (77)

где ξ = æρ – независимая переменная.

Уравнение (77) представляет собой хорошо известное в математи-

ческой физике уравнение Бесселя, решением которого являются специ-

альные функции Бесселя первого и второго рода порядка m ( J
m

 и N
m

соответственно):

P(ξ) = A J
m

(ξ) + B N
m

(ξ), (78)

где m –порядок функции Бесселя.

Графики функций J
m

(ξ) и N
m

(ξ) для различных значений m приведе-

ны на рис. 12. Вернувшись в выражении (78) к переменной æρ, видим,

что исходя из физических соображений коэффициент B должен рав-

няться 0, так как в противном случае в центре волновода (при ρ = 0)

напряженность электрического или магнитного поля оказывается рав-

ной бесконечности. Таким образом, приемлемым для рассматриваемого

случая решением уравнения (77) является

P(æρ) = A J
m

(æρ). (79)
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Подставив (79) и (75) в выражение (70) и обозначив C = AM, получа-

ем решение уравнения (69)

Ψ(ρ,ϕ) = C J
m

(æρ) cos (mϕ). (80)

В выражении (80) амплитудный коэффициент C зависит от парамет-

ров источника, возбуждающего волновод, коэффициент m может при-

нимать целые положительные значения, включая 0 (см. (76)), а попе-

речное волновое число æ должно быть определено из граничных усло-

вий. Напомним, что для Е-волн функция Ψ(ρ,ϕ) эквивалентна состав-

ляющей Ez
� , а для Н-волн – составляющей Hz

� . Следовательно, в зависи-

мости от типа собственной волны, граничными условиями для функ-

ции Ψ (ρ,ϕ) будут либо (66), либо (68).

Определение поперечного волнового числа для Е-волн (æЕ). Восполь-

зуемся граничным условием (66). Подставим Ψ(ρ=a, ϕ) = 0 в выражение

(80):

0 = C J
m

(æЕa) cos (mϕ). Отсюда æЕ a = ν
mn,

где ν
mn 

– корни функции J
m

(ξ) (напомним, что корнем функции называ-

ется такое значение ее аргумента, при котором функция обращается в

ноль); n – номер корня этой функции (n = 1, 2, 3… ).

Следовательно,

æЕ = ν
mn 

/ a. (81)

В табл. 1 приведены численные значения некоторых корней функ-

ций J
m

(ξ) (см. также графики на рис. 12).

Рис. 12. Графики функций: а – J
m
(x), б – N

m
(x)
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Таблица 1

Корни (ννννν
mn

 ) функции J
m
 для некоторых значений m и n

n

m

0 1 2

1 2,405 3,832 5,136

2 5,520 7,016 8,417

3 8,654 10,173 11,620

Определение поперечного волнового числа для Н-волн (æН). Так как в

данном случае известны граничные условия не для самой составляю-

щей
.

zΗ  
а лишь для ее первой производной ∂ Hz

� /∂ρ, то чтобы воспользо-

ваться этими граничными условиями необходимо продифференцировать

функцию Ψ(ρ,ϕ) по переменной ρ:

∂Ψ (ρ,ϕ)/∂ρ) = æН A J′
m

 (æНρ), (82)

где J′
m

(æНρ) – первая производная функции J
m

 (æНρ) по переменной ρ
(график функции J′

m
 (ξ) приведен на рис. 13).

Теперь можно воспользоваться граничным условием (68). Подста-

вим ∂Ψ (ρ,ϕ)/∂ρ | ρ= a = 0 в выражение (82) и получим следующее уравне-

ние:

0 = æНА J′
m

(æН a). Отсюда æНa = c
mn,

где c
mn 

– корни функции J′
m

(ξ); n – номер корня этой функции (n = 1, 2,

3 … ).

Следовательно,

æН = χ
mn

 / a. (83)

Рис. 13. Графики функций: а – J′′′′′
m
 (ξξξξξ), б – J′′′′′

m
 (ξξξξξ)/(ξξξξξ)
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В табл. 2 приведены численные значения некоторых корней функ-

ции J′
m

(ξ) (см. также график на рис. 13).

Таблица 2

Корни (χχχχχ
mn

) функции J′′′′′
m
 для некоторых значений m и n

n

m

0 1 2

1 3,832 1,841 3,054

2 7,016 5,331 6,706

3 10,173 8,536 9,969

Как следует из (81), (83), табл. 1 и табл. 2 в круглом волноводе, в

отличие от прямоугольного, поперечные волновые числа для Е- и Н-

волн с одинаковыми индексами не равны друг другу. Следовательно, и

продольные волновые числа для этих волн также будут отличаться друг

от друга:

KЕ = ( k2 – (æЕ)2)0.5 ; KH = ( k2 – (æH)2)0.5. (84)

Вычислив æЕ и æН, можно записать формулы, определяющие зависи-

мость продольной составляющей Ez
�  вектора E  (для Е-волн) и продоль-

ной составляющей Hz
�

 
вектора H  (для Н-волн) от пространственных

координат, в следующем виде (см. выражения (14), (80), (81), (83) и

(84)):

Ez
� (ρ,ϕ,z) = Е

0
 J
m

(æЕρ) cos (mϕ) exp(–jKЕ z), (85)
.

zΗ (ρ,ϕ,z)
 
=

 
Н

0
 J
m

(æНρ) cos (mϕ) exp(–jKН z). (86)

Теперь необходимо воспользоваться уравнениями связи (8) и (9) и,

взяв первые производные по переменным ρ и ϕ от составляющих Ez
�

и
.

zΗ  вывести формулы для поперечных составляющих векторов E  и

H . В результате будут получены системы уравнений для векторов E
и H  электрических и магнитных волн в круглом волноводе:

для Е-волн

Eρ
� = (– j KE / æЕ) Е0 J′

m
(æЕρ) cos (mϕ) exp(–j KE z),

Eϕ
� = ( j KE / æЕ) m Е0 (Jm(æЕρ)/(æЕρ)) sin (mϕ) exp(–j KE z),

Ez
� = Е

0
 J
m

(æЕρ) cos (mϕ) exp(–j KE z),

Hρ
� = (– j ωε

а 
/ æE) m Е

0
 (J

m
(æЕρ)/(æЕρ)) sin (mϕ) exp(–j KE z),
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Hϕ
� = (– j ωεа / æ

E) Е0 J′
m

(æЕρ) cos (mϕ) exp(–j KE z),
.

zΗ = 0. (87)

Уравнения (87) могут быть записаны в более компактном виде:

Eρ
� = –j Е

0ρ J′
m

(æЕρ) cos (mϕ) exp(–j KE z) = –j Eρ(ρ,ϕ) exp(–j KE z),

Eϕ
� = j Е

0ϕ (J
m

(æЕρ)/(æЕρ)) sin (mϕ) exp(–j KE z) = j Eϕ(ρ,ϕ) exp(–j KE z),

Ez
� = Е0z Jm(æЕρ) cos (mϕ) exp(–j KEz) = E

z
(ρ,ϕ) exp(–j KE z),

Hρ
� = –jH

0ρ (J
m

(æЕρ)/(æЕρ)) sin(mϕ) exp(–j KE z) = –j Hρ(ρ,ϕ) exp(–j KE z),

Hϕ
� = –j H

0ϕ J′
m

(æЕρ) cos (mϕ) exp(–jKEz) = –j Hϕ(ρ,ϕ) exp(–j KE z),

Hz
� = 0.  (88)

Формулы для амплитуд составляющих векторов E  и H  поперечно-

магнитных волн (Е-волн) круглого волновода выглядят следующим об-

разом:

Еρ(ρ,ϕ) = Е
0ρ J′

m
(æЕρ) cos (mϕ),

Еϕ(ρ,ϕ) = Е
0ϕ 

(J
m

(æЕρ)/(æЕρ)) sin (mϕ),

E
z (ρ,ϕ) = E0z Jm(æEρ) cos (mϕ),

Нρ(ρ,ϕ) = Н
0ρ J′

m
(æEρ) cos (mϕ),

Нϕ(ρ,ϕ) = Н0ϕ (J
m

(æEρ)/(æEρ)) sin (mϕ); (89)

для Н-волн

Eρ
� = ( j ωµа / æ

Н) m Н0 (Jm(æНρ)/(æНρ)) sin (mϕ) exp(–j KН z),

Eϕ
� = ( j ωµ

а 
/ æН) Н

0
 J′

m
(æНρ) cos (mϕ) exp(–j KН z),

Ez
� = 0,

Hρ
� = (– j KН / æН) Н

0
 J′

m
(æНρ) cos (mϕ) exp(–j KН z),

Hϕ
� = ( j KН / æН) m Н

0
 (J

m
(æНρ)/(æНρ)) sin (mϕ) exp(–j KН z),

Hz
� = Н

0
 J
m

(æНρ) cos (mϕ) exp(–j KН z), (90)
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Уравнения (90) могут быть записаны в более компактном виде:

Eρ
� = j Е0ρ (J

m
(æНρ)/(æНρ)) sin (mϕ) exp(–j KН z) = j Еρ(ρ,ϕ) exp(–j KН z),

Eϕ
� = j Е

0ϕ 
J′
m

(æНρ) cos (mϕ) exp(–j KН z) = j Еϕ(ρ,ϕ) exp(–j KН z),

Ez
� = 0,

Hρ
� = –j Н

0ρ J′
m

(æНρ) cos (mϕ) exp(–j KН z) = – j Нρ(ρ,ϕ) exp(–j KН z),

Hϕ
� = jН

0ϕ (J
m

(æНρ)/(æНρ)) sin (mϕ) exp(–j KН z) = jНϕ(ρ,ϕ) exp(–j KН z),

Hz
� = Н

0z
 J
m

(æНρ) cos (mϕ) exp(–j KН z) = Н
z 
(ρ,ϕ) exp(–j KН z). (91)

Формулы для амплитуд составляющих векторов E  и H  поперечно-

электрических волн (Н-волн) круглого волновода выглядят следующим

образом:

Еρ(ρ,ϕ) = Е0ρ (J
m

(æНρ)/(æНρ)) sin (mϕ),

Еϕ(ρ,ϕ) = Е
0ϕ 

J′
m

(æНρ) cos (mϕ),

Нρ(ρ,ϕ) =.Н
0ρ J′

m
(æНρ) cos (mϕ),

Нϕ(ρ,ϕ) = Н
0ϕ (J

m
(æНρ)/(æНρ)) sin (mϕ),

Н
z (ρ,ϕ) = Н0z Jm(æНρ) cos (mϕ). (92)

Критические длины волн для собственых волн круглого волновода

могут быть рассчитаны по следующим формулам (см. (32):

λЕ
кр = 2π / æЕ, λН

кр = 2π / æН. (93)

Анализ выражений (32), (81), (83), (93) и данных, приведенных в

таблицах 1 и 2, показывает, что волной низшего типа в круглом волно-

воде является волна Н
11. 

Исследуем структуру электромагнитного поля

этой волны.

5.2. Структура поля волны Н
11

 в круглом волноводе

Для волны Н
11

 коэффициенты m и n равны единице, поперечное

волновое число æН = 1,84/a, а критическая длина волны λН
кр = 3,41a.

Следовательно, формулы для амплитуд составляющих векторов E  и H
этой волны будут выглядеть следующим образом (см. выражения (92)):

Еρ(ρ,ϕ) = Е
0ρ (J

1
(1,84ρ/a)/(1,84ρ/a)) sin ϕ,

Еϕ(ρ,ϕ) = Е
0ϕ 

J′
1
(1,84ρ/a) cos ϕ,
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Нρ(ρ,ϕ) =.Н
0ρ J′

1
(1,84ρ/a) cos ϕ,

Нϕ(ρ,ϕ) = Н
0ϕ (J

1
(1,84 ρ/a)/(1,84ρ/a)) sin ϕ,

Н
z 
(ρ,ϕ) = Н

0z
 J

1
(1,84ρ/a) cos (ϕ). (94)

Формулы для гармонических векторов E  и H  волны Н
11

 имеют сле-

дующий вид:

E = 0ρ Еρ(ρ,ϕ) cos(ωt – KН z) + 0ϕ Еϕ(ρ,ϕ) cos(ωt – KН z), (95)

H = – 0ρ Нρ(ρ,ϕ) cos(ωt – KН z) + 0ϕ Нϕ(ρ,ϕ) cos(ωt – KН z) +

+ 0z Н
z 
(ρ,ϕ)sin (ωt – KН z), (96)

где 0ρ , 0ϕ , 0z  – орты (единичные векторы) цилиндрической системы ко-

ординат, направленные по касательным к ее координатным линиям.

Учитывая, что пространственная переменная ρ изменяется внутри

волновода от 0 до a, получаем, что аргументы функций J
1
(1,84ρ/a) и

J′
1
(1,84ρ/a), определяющих зависимость амплитуд составляющих век-

торов E  и H  собственной волны Н
11 

от переменной ρ, изменяются от 0

(в центре волновода) до 1,84 (в непосредственной близости к стенке

волновода). Оценив, как ведут себя эти функции при данных измене-

ниях их аргументов, и помня, что аргумент функций cos(1ϕ) и sin(1ϕ),

описывающих зависимость составляющих векторов E  и H  от простран-

ственной переменной ϕ, в рассматриваемом случае при изменении ϕ от

0 до 2 также изменяется от 0 до 2π, можно построить графические изоб-

ражения силовых линий векторов E  и H  собственной волны Н
11

.

На рис. 14, a изображена картина силовых линий векторов E  и H
волны Н11 в поперечном сечении круглого волновода. Сплошными изоб-

ражены силовые линии вектора E , а пунктирными – силовые линии

Рис. 14. Силовые линии векторов E  и H  в поперечном сечении круглого

волновода: а – для волны Н
11

, б – для волны Н
21

а) б)H
11 H

21

ϕ=0

ϕ

ϕ=0

ϕ
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вектора H . Так как вектор E  имеет только поперечные составляющие,

то его силовые линии целиком лежат в плоскости поперечного сечения,

выходя из стенки волновода и входя в нее под углом 90°. Силовые ли-

нии вектора H  имеют более сложную форму, так как в окрестностях

точек (ρ=a, ϕ=0) и (ρ=a, ϕ=π) поперечное магнитное поле переходит в

продольное – составляющие Нρ и Нϕ в этих точках равны нулю, а со-

ставляющая Н
z 
достигает максимума.

Структуру поля волны Н
11 

можно считать базовой при построении

картины силовых линий векторов E  и H  собственных волн типа Н
mn. В

качестве примера на рис. 14, б изображена картина силовых линий век-

торов E  и H  волны Н
21 

(см. подразд. 5.5)
.

5.3. Структура поля волн Н
01

 и Е
01

 в круглом волноводе

Особенностью структуры электромагнитного поля собственных волн

Н01 и Е01 является наличие в ней круговой симметрии – составляющие

векторов E  и H  этих волн не зависят от угла ϕ. Формально это связано

с тем, что коэффициент m для них равен 0 (см. (87) и (90)).

Для волны Н
01

 поперечное волновое число æН = 3,832/а, а крити-

ческая длина волны λН
кр 

= 1,64а. Вектор E  этой волны имеет только

одну поперечную составляющую Еϕ, а вектор H  одну поперечную Нρ и

одну продольную Н
z
, амплитуды которых в плоскости поперечного се-

чения зависят только от одной пространственной переменной ρ (см.

(92)):

Еϕ(ρ) = Е
0ϕ 

J′
0
(3,832ρ/a),

Нρ(ρ) = Н
0ρ J′

0
(3,832ρ/a),

Н
z (ρ) = Н0z J0(3,832ρ/a). (97)

Формулы для гармонических векторов E  и H  собственной волны Н01

выглядят следующим образом (см.91)):

E  = 0ϕ Еϕ(ρ) cos (ωt – KН z). (98)

H  = – 0ρ Нρ(ρ) cos (ωt – KН z) + 0z Н
z 
(ρ,ϕ)sin (ωt – KН z). (99)

На рис. 15,а изображена картина силовых линий векторов E  и H
волны Н

01
 в поперечном сечении круглого волновода. Сплошными изоб-

ражены силовые линии вектора E , а пунктирными – силовые линии

вектора H .
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Магнитное поле этой волны у стенок волновода имеет только про-

дольную составляющую Н
z
, благодаря чему по стенкам могут протекать

только поперечные круговые токи. По мере роста частоты колебаний

максимум магнитного поля смещается к центру волновода и плотность

токов проводимости падает. Поэтому с ростом частоты активные поте-

ри, вызванные протеканием токов проводимости, уменьшаются. Следу-

ет отметить, что из всех собственных волн круглого волновода подоб-

ным свойством обладают только волны типа Н0n. Для остальных волн с

ростом частоты потери увеличиваются.

Структуру поля волны Н
01 

можно считать базовой при построении

картины силовых линий векторов E  и H  собственных волн типа Н0n. В

качестве примера на рис. 15,б изображена картина силовых линий век-

торов E  и H  волны Н
02.

Для волны Е
01

 поперечное волновое число æЕ = 2,405/a, а критическая

длина волны λЕ
кр 

= 2,61a. Вектор H  этой волны имеет только одну попе-

речную составляющую Нϕ, а вектор E  одну поперечную Еρ и одну про-

дольную Е
z
, амплитуды которых в плоскости поперечного сечения зависят

только от одной пространственной переменной ρ (см. (89)):

Еρ (ρ) = Е0ρ J′0(2,405ρ/a),

Е
z 
(ρ) = Е

0z
 J

0
(2,405ρ/a),

Нϕ(ρ) = Н
0ϕ J′

0
(2,405ρ/a). (100)

Формулы для гармонических векторов E  и H собственной волны Е
01

имеют следующий вид (см.(88)):

E = – 0ρ Еρ(ρ) cos (ωt – KЕ z) + 0z Е
z 
(ρ) sin (ωt – KЕ z). (101)

H  = – 0ϕ Нϕ(ρ) cos (ωt – KЕ z). (102)

Рис. 15. Силовые линии векторов E  и H  в поперечном сечении круглого

волновода: а – для волны Н
01

, б – для волны Н
02

а) б)
H
01 H

02
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На рис. 16,а изображена картина силовых линий векторов E  и H
волны Е

01
 в поперечном сечении круглого волновода. Сплошными изоб-

ражены силовые линии вектора E , а пунктирными – силовые линии

вектора H . Благодаря круговой симметрии электрического поля волны

Е01, круглые волноводы с этой собственной волной часто используются

во вращающихся волноводных соединениях.

Структуру поля волны Е
01 

можно считать базовой при построении

картины силовых линий векторов E  и H  собственных волн типа Е
0n

.
 
В

качестве примера на рис. 16, б изображена картина силовых линий век-

торов E  и H  волны Е
02

.

5.4. Физический смысл индексов m и n,
входящих в обозначение собственных волн круглого волновода

Индекс m входит в качестве постоянного коэффициента в аргумен-

ты функций cos(mϕ) и sin(mϕ), определяющих зависимость составляю-

щих векторов E  и H  собственных волн волновода от пространствен-

ной переменной ϕ. Для выяснения общих закономерностей, определя-

ющих зависимость этих составляющих от величины коэффициента m,

достаточно рассмотреть одну из этих функций, например, cos (mϕ).

При m = 0 имеем cos (0ϕ) = 1 и рассматриваемая составляющая не

зависит от угла ϕ (силовые линии соответствующего вектора представ-

ляют собой окружности – см. рис. 15 и рис. 16).

При m = 1 зависимость от угла ϕ определяется функцией cos ϕ. В этом

случае во всех точках диаметра ϕ = ±(π/2) рассматриваемая составляющая

будет равна нулю. Следовательно, во всех точках диаметра ϕ = ±(π/2) будут

находиться узлы (нулевые значения) этой составляющей. Поэтому данный

диаметр называют «узловым». При m = 2 зависимость рассматриваемой

составляющей от пространственной переменной ϕ определяется функ-

Рис. 16. Силовые линии векторов E  и H  в поперечном сечении круглого

волновода: а – для волны E
01

, б – для волны E
02

а) б)
E
01

E
02
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цией cos2ϕ и узловых диаметров будет два (ϕ = ± (π/4), ϕ = ± (3π/4)),

при m = 3 – три и т.д.

Таким образом, индекс m определяет число узловых диаметров со-

ставляющих векторов E  и H  собственных волн круглого волновода и

показывает какое количество узлов этих составляющих укладывается

на половине окружности в поперечном сечении волновода.

Индекс n опосредованно входит в аргументы функций Бесселя и их

первых производных (æНρ = χ
mn

ρ/ a, æЕρ = ν
mn

ρ/ a), которые определяют

зависимость составляющих векторов E  и H  собственных волн кругло-

го волновода от пространственной переменной ρ. Величина n дает ин-

формацию о числе корней этих функций, приходящихся на диапазон

изменения переменной ρ от 0 до a.

Следовательно, величина n определяет число узлов (нулевых значе-

ний) составляющих векторов E  и H , укладывающихся вдоль радиуса

волновода.

При n = 1 узлы рассматриваемой составляющей будут находиться

непосредственно на стенке волновода, поэтому величина (n – 1) будет

определять количество «узловых окружностей» составляющих векто-

ров E  и H  собственных волн круглого волновода (окружностей, рас-

положенных на плоскости поперечного сечения волновода, в каждой

точке которых рассматриваемые составляющие равны нулю).

5.5. Рекомендации по графическому построению силовых линий
векторов E  и H  в поперечном сечении круглого волновода

Знакомство с узловыми диаметрами и узловыми окружностями позво-

ляет принять следующий порядок действий при построении картины си-

ловых линий векторов E  и H  в поперечном сечении круглого волновода:

в соответствии со значениями индексов m и n в поперечном сечении

волновода наносятся контуры узловых диаметров и узловых окружностей;

вдоль полученных «направляющих» наносятся силовые линии того

вектора ( E  или H ), который для данной собственной волны имеет толь-

ко поперечные составляющие;

перпендикулярно полученным силовым линиям «поперечного» век-

тора наносятся силовые линии другого вектора, не являющегося для

данной собственной волны чисто поперечным;

если силовые линии вектора E  выходят из стенок волновода или

входят в них, то на границе раздела они должны быть перпендикулярны

этим стенкам.
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